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Apuntes de MATEMÁTICAS 


Curso Selectivo Plan 1964 


PARTE 1*: ALGEBRA 
LINEAL 


ER 


TEMA 1 - TEORIA DE CONJUNTOS 


1. Definiciones 


La palabra "conjunto" expresa una idea primitiva de la 
Matemática que no cabe definir y se emplea como sinónimo de 
colección de objetos. Los miembros de un - conjunto se llaman sus 
elementos y se suelen representar por letras minúsculas. Los conjuntos 
se representan por letras mayúsculas, Si a es un elemento de un 
conjunto A se escribe a eA. La negación se expresa así: agA,SiA y 
B son dos conjuntos tales que cada elemento de B es un elemento de A 
decimos que B es un subconjunto de A ó que A contiene a B y 
escribimos B < A o también A > B (se lee B está contenido en A), Es 
evidente que se puede poner A C A pura todo A. 


Cuando todo elemento de A es elemento de B y recíprocamente, 
se dice que Ay B son iguales y se escribe A = B, lo que implica Ac B y 
Bc A. La relación de "contenido" que acabamos de definir tiene 
también la propiedad transitiva. Si AcB y Bc C se cumple que 
ACC. 


Diremos que un conjunto A es no vacío sia £ A es verdad al 
menos para un elemento. Se dirá que A es vacío si no contiene ningún 
elemento. Al conjunto vacío se le representa, por el símbolo J. 


Ejemplos: el conjunto de los números enteros, el conjunto de los 
puntos de un plano, el conjunto de los polinomios de una variable con 
coeficientes racionales, el coniunto de las rectas del espacio etc. 


2. Operaciones con los conjuntos 


a) Se llama unión o reunión de dos conjuntos A y B al conjunto 
de los elementos que pertenecen al menos a uno de los 
conjuntos, por lo que se incluye la posibilidad de que 
pertenezcan a ambos. Se representa la unión así: Au B. 


De esta definición se deducen inmediatamente las 


4 
siguientes propiedadess; 


1 AU(BOC)= (AU B)UC 
TI AUB=BUA 
111 AUA <= 
b) Se llama intersección de dos conjuntos A y Ba 
a B 


1 
conjunto de los elementos que pertenecen a A y . 3 
Tepresenta ásisz AMB, 


Si la intersección de A y B es el conjunto vacio 
es decir si A y B no tienen, elementos comnes se dice 
que son disjuntos. 


De la definición se deduce: 
== AnBano)-=-(1nNBa3anc 
T' ANÑB=BNA 
III" AMA= 
También es inmediato comprobar que 


IV tE IW' ANÍAUB)=A (propie- 
dades de absorción). 


Ss 





e llama retículo a un conjunto R en el que se 
han definido dos operaciones U y pr aaeass respectiv 
mente unión e intersección tales que el resultado de 
efectuar cualquiera de estas OLEO IO noR con dos ele-— 
mentos de Á sea otro elemento úe R y que se verifique 
las Propiedades 1, 11, 111, 1V, T!, 111, TEL? y LY* 
anteriores, 





De esva definición se deduce que el conjunto R 
fcrmado por todas las partes de un conjunto Ces un T 
a 


tículo, (ze supone que el conjunto vacío forma parte 
de cualquier conjunto). 


Si se considera a un conjunto € como parte de s 
, 31 retículo R formado por todas las pares de 
ica otros vrovieúsdesy 


Ebo 
V Si X es una parte cualquiera de Cy 
XUC=C ,, XNC= 


v Si X es una parte cualquiera de Cs 


XUP=x , xng£=84 


VI  Propieúea distributiva. Si X, Y 
tes de un conjunto C se verific 


¿N(102) = ANDU(ANZ) Hs 


VI!” Feovismsi distributiva, Si X,Y,Z2 son tres par 
tes de un conjunto C se verifica: 


xXU(YNZ2) = (xXU YN (XU 2), 


Estas dos propis 
tributivas se pusá len comprobar 
de manera anélogez para la se- 
gunda, por ejempio, se vusde 
utilizar la figuw A 
quierda, que representa 
miembro de la ¿iguaided Vi' 
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las figuras como la indicada se llaman diasranas 
de Vem, 





2) Comvlementación. Sea X una parte de un con justo 
C. Se llama complementario de X con respecic a C, al 
conjunto de los elementos de € que no perienecen a X,- 
Se representa así Y X ó bien YX, En otras ocasiones se 
prefiere poner X'; : . 

Son inmeúiates las propiedades siguientes: 

VI XUX' =C y VII! XNX' =f£. 

. Propiedad de dualismo: 
VII (NY) =X0O0Y' y VIT! (XO Y)! =Xx'N Y" 


Pr0pieded involutivas IX. (X')! = E, 
El conjunto C se aenomina elemento universal y el 
onjunto g se llama elemento ínfimo, cumpiiéndose para 


pe E 


toda parte X de C que Ú CXCi. 


Finalmente podemos observar que y tres condi ic 
nes XCY ,, XNY=X ,, XUY=Y son equivle 
tos entre síz este hecho se llama propiedad de confu- 
mid2ad. 


Resumen3 Hemos presentado en lo anterior, las me 
raciones de reunión, intersección y complementación - 
realizadas con las partes o subconjuntos de un conjun- 
to C, así como la relación de inclusión, junto con ms 
propiedades. > . 


Todo conjunto dotado de unas operaciones como 23 
citadas, con diches propiedades, se llama un álgebrt - 
de Boole, Por tanto el conjunto de todas las partesies 
un conjunto C es un algebra de Boole, E 


No se crea, sin embar rTgo, que es el único ejemob, 
Históricamente, el primer ejemplo, estudiado por el in 
glés Yoole (1854), es el conguato de las AS 
ligadas por las palabras "y",: "o" y "no" 


Tebemos también resaltar que lss propiedades cia 
das se trensformen unas en oras pecado: entre sí= 
ha] Lá - 
los símbolos VU é M, hecho que ss conoce con el nombe 
de ley de dualidad que tiene aplicación vpsra dedu= 

9 y“ 
cir nuevos conceptos, propiedades sic. a partir de — 
otros ya conocidos por medio ¿de tal cambio de símbola 





3. Producto de conjuntos. Funciones o arlicaciones. 





Se liama producto de dos conjuntos, y Se repretn 
ta Ax B, al conjunto de pares ordenados (a, b) ¿cue 
a€ A y b€B, 


No se confunda el conjunto AX B con el conjut 
BX A puesto que en general son conjuntos diferente, 


< 


Estos pares ordenados son empleszdos ya en la Ger 
metría analítica elemenial, Si R es el corjunto de l:3 
números reales, cada elemento del producto BXR es 
un par ordenado (a, b) de númeroz reales, y puede se- 
vir para representar un punto del plano, 


El concepio de producto de conjuntos se extiende 


e 


sin dificultad, a cualquier número finito conjuntos: así Ay x A2X ... X An 
representa el conjunto de "n-plas" ordenadas (ax, a», ..., An) donde a; € 
Ai, (¡=1, 2, ..., n). Si todos los A; son el mismo conjunto A, se obtiene 


la potencia n-ésima de dicho conjunto A y se representa Ar. 


El concepto de función o aplicación es de fundamental 
importancia. Una aplicación se define siempre en relación con dos 
conjuntos, que a veces pueden coincidir, El alumno conoce ya algo 
acerca de las funciones de una variable real; estas funciones están 
definidas sobre un conjunto de números reales y sus valores forman 
otro conjunto de números reales. 


Sean Ay B dos conjuntos; x designa un elemento de A ; y 
designa un elemento de B. Se dice que se ha definido una aplicación 
de A en B, si se dispone de un medio para hacer corresponder a todo 
elemento x e A un elemento de B. Si designamos por f la aplicación, 
escribiremos f: A > B. También es empleada la notación x > f(x), que 
se lee: x da f(x). 


Si C es una parte de A (C Cc A), los elementos de B 
correspondientes a los elementos de C mediante f , forman un 
conjunto f(C) que se llama la imagen de C por f. 


Conviene advertir que, todo elemento de B no tiene por qué ser 
imagen de algún elemento de A. Cuando todo y e B , es imagen 
mediante f de algún elemento x e A, se dice que f es una aplicación de 
A sobre B. 


Ejemplo: Supongamos que A = B=R (conjunto de los números 
reales). La aplicación definida por x > 2x es una aplicación de R sobre 
R, mientras que la definida por x > x? es una aplicación de Ren R. 


Otro ejemplo: f es siempre una aplicación de A sobre f(A). 


Si un elemento b e B pertenece a f(A), cabe preguntarse qué 
elementos de A tendrán por imagen al elemento b. 


0 AA 


elerento b. El conjunto de elementos a É£ A tales que 
sea b= fla) se llama la imagen recíproca o inversa 

de h mediente la aplicación 1. La correspondencia - 
que relaciona cada elemento de f(A) con su imagen in 
versa se llama aplicación inversa de £f y se represen 
te asís 7? y £(4) —A. En general no es una apli- 
cación uniforme es decir que cada elemento b E f(A) — 
es la imagen de más de un elemento a€d. 


la imagen inversa de un elemento b se designa - 
£(») y la imégen inversa de un subconjunto 
PCHrÍ(A) se escribe £”1(P), Cuando b € T(A) su ima 
gen inversa es el conjunto vacío, 


Si f(A) es un solo elemento de B entonces f se 
llama una apliceción constante, porque todos los ele— 
mentos de A tienen como imagen un mismo elemento de B, 


Supongamos que £f es una aplicación de A sobre 
B. Si para todo bEB ocurre que f-1(b) está for-—- 
mado por un solo elemento a€:A la aplicación f se 
llama aplicación biunívoca de A sobre B, 





Entonces, n dos elementos distintos de A, les co- 
rresponden dos elementos distintos de B, porque' si fue 
ran iguales, la imagen inversa de dicho elemento esta- 
ría constituida por dos elementos de A contra la hi pó- 
tesis, 


il recíproco también es ciertos Si a dos elemen-- 
tos distintos cualesquiera de A, corresponden dos ele- 
nenios distintos de B, ocurre que 1”1(b) está forma- 
de, por un solo elemento de A. 


Ser ahora A, By C tres conjuntos (distintos o 
cvincidentes), y sea f 34 —»B una aplicación de A 
enBy gs B->C otra aplicación de B en C, El pro- 
dusto de las dos aplicaciones 3 Y £ que se represen 
ta f.g8, es aquella aplicación ht A—»C donde 
h(x) =8[2(x)], Wx€A (El símbolo Ux signifi- 
ca "pira todo elemento x"), 


De manera análoga se puede definir la aplicación 
producto de 2 aplicaciones. 


4. Relaciones de igualdad Ó equivalencia. Conjunto Cociente. 


Sea un conjunto A cuyos elementos los designaremos po a, b, C,.. y 
consideremos una relación R que ligue dos elementos de A, es decir 
que dado un par a,b sepamos si a está ligado ó no a b por la 
relación R. Para indicar que a y b estan ligados por R escribiremos: 
aRb . 


1 la una relación de equivalencia si “goza de 
R se ¡lama 1 de eq 1 goze de 
las tres propiededes siguientes: 





la relación es reflexivay aRa es siempre verdad 

a: , , A 
la relación es simétricas aRb =»bRa e tido y 
la relación es transitiva: aRb y bRe =>%aRe, 


Una relación de equivalencia se representa a ve— 
ces por el símbolofWwy se escribe arvb en lugar de — 
aRb, 


Hay muchos ejemplos de relaciones de equivalencia 
en la matemática elenentals la semejanza de triángulos, 
el paralelismo de rectas, la congruencia de números na 
turales respecto de un módulo m. 


Si un conjunto A está dotedo de us relación de — 
equivalencia R se llama clase de equivalescia de xEl, 
según R (o módulo R) al conjunto C de todos los elemen 
tos yEA ligados a x por la relación R, 






C es por lo tanto una parte de Á y es claro que - 
x EC por la propiedad reflexiva. Si ywx la clase 
de equivalencia de y es la misma que la de x en — 
virtud de las propiedades simétrica y vransitiva, 


Si x no es equivalente a y, la: clases de equi 
valencia de x é y consideradas como purtes de Azno 
tienen elementos comunes, Por consiguienir si dos cla- 
ses de equivalencia según la misma relación son distin 
tes, no existe ningún elemento de Á que pertenezca a - 
ambas simultáneamente, 


Si el conjunto A está dotado de une releción de - 
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equivalencia R, el conjunto de todas las clases de equi 
valencia se llama conjunto cociente de A por R y se ce 


s. A 
presenta asis Te 
Ejemploss 


a) La congruencia respecto al módulo 5, permite cla 
sificar al conjunto de los números naturales en 5 cla- 
ses úe cquivalencia, Una de elias será por ejemplo el 
conjunto de todos los números e UDOR que divididos 
por 5, da:: resto 1, Ó sea (1, 6, 11, ...). El conjunto 
cocie. e está fomiado vor 5 elementos, que son las cin 
co clases de restos que se obtienen al dividir por ). 


b) Se econside:an los runtos del plano, representa— 
dos por sus c:ordenadas cartesianas rectangulares  -—- 
P(x,y). Diremos que dos puntos son equivalentes cuando 
tienen la misma abscisas PruP!4<>x =. x'. Se trata de 
una relación de equivalencia porque cunple, evidente— 
mente, las tres propiedades reflexiva, simétrica y - — 
transitiva. 


Una clase de equivalencia es el conjunto de todos 
los puntos de la misma abscisas por tanto una clase de 
equivalencia es, pues, una paralela al eje de ordena-—- 
das. El conjunto cociente tiene por elementos, todas - 
las rectas del plano que sean paralelas al eje OY. 


5. Relación de ordenación. 





Una relación R definida en un conjunto A, se lla- 
a relación de orden si tiene las siguientes propieda= 
est 





reflexiva; xRx ,oes verdad, Vx 
antisimétrica: xRy é y Rx =>x= y 
transitivas xRy é yRa=>xRz 


la relación de orden se suele representar así 
xA4 y, leyérdoses x es anterior a y; análogamente 
y rx se lee yes posterior a xo. 


la relación úe irclusión C , que hemos definido - 
r (1) es una relación de orden. 


A E 


Entre las relaciones de ordenación, la que nosotics 
utilizaremos más es la habitual procedenie de la des-- 
igualdad entre los números3 x< y y que se lee x me 
nor o igual que y. Obsérvese que la desisualdad estric 
ta x< y no tiene la propiedad reflexiva. 


Un conjunto dotado de una relació: ¿de orden, se — 


llama un conjunto ordenado » 

La definición anterior, no implica, necesariamen= 
te, que dados dos elementos cualesquiera de un con¿urbo 
ordenado tengan que estar ligados por la relación ús - 
orden. Cuando esto ocurre, es decir cuendo dedos dos - 
elementos cualesquiera, x Éé y del conjunto Á se ve- 
rifica xy 6 bien y4x , el conjus!: llame to 
talmente ordenado; si no es así la ordernción se llama 


parcial, dl 
Ejemplos; 











a) La relación de orden S< entre núsev:.s reales es 
una ordenación total porgue dados dos xúm:ros reales — 
cualesquiera ocurre que ag b. o bien 5s as. 


b) Sea s un segmento rectilíneo de extremos 
e g 


Ss 
O hh 
2 y » a b , 
Sea P un conjunto finito de puntos de s entre — 
los que figuran los extremosy 


P=[x =a<x,<x, m..<x, =>) $ 


a) 
% AR aer a 


este conjunto se llama una "partición" del segmento Sa 


Definimos PX P! cuando todo punto de P figura 
en P!, Es inmediato conmnrober que esta definición pro- 
porciona una ordenación en el conjunto de todas las — 
particiones posibles. Sin eubarso esta ordenaición no - 
es total. Por ejemplo daúas las dos ;] particiones de la 


y P 
isura (5 





no sor "comparables" 


= 1 


es decir no se puede decir, aplicando nuestra defini-- 
ción, si P, XL P, ó bien Po LP, - En este caso la or 


denación se llama parcial. 


Un conjunto se llama bien ordenado cuado todo - 
subconjunto de él no vacío posee un mínimo, es úecir,- 
un clenmento m tal que rara cualquier otro elerento x 
del subconjunto sea Tm Xo 


Por ejemplo, el conjunto de los números naturales es bien ordenado. 
En cambio, si empleamos como relación de orden la desigualdad, el 
conjunto de los números racionales no está bien ordenado; en efecto consi- 
deremos el subconjunto Formado por los números raciona 
les mayores que cero y menores que 1, Es claro que es= 
te subconjunto no posee mínimo, 


Se llama cota inferior de un sube: njunto X de un 
conjunto orúenado A a todo elexenio cE A tal que pa 
ra vodo xE€X se verifique cXZ x. Análocamente se — 
define la cota superior de X;j eñ símboloss e €es cota 
“superior de AE>chHRx, Yx EX. 


Un subconjunto estáscotado superiormente si posee 
una coa superior, y acotado inferiormente si posee -— 
una cota inferiorz cuando tiene ambas cotas se llama — 
acotado. Es evidente que si c es una cota inferior y — 
o! C. 3e verifica que c! es también una cota inferior 
Al elemento máximo, cuando existe del conjunto de las 
cotas inferiores de X se le llama extremo inferior de X 


Análogamente se define el extremo superior. 


Si X posee un elemento mínimo m, este elemento es 
el extremo inferior, pero puede existir el extremo in- 
ferior sin necesidad de que exista el elemento mínimo, 


Ejemplos El conjunto de toáos los números raciona 
les x tales que o<x<?1, no posee elemento máximo 
ni mínimo. El extremo inferior es cero, y el extremo - 
sugerior e» uno. 


Ya se indicó antes que la buena ordenación es una 
propiedad del corjunto de los números naturales; esta 
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cualidad permite las demostraciones por el método de inducción 
completa, muy usado desde la matemática elemental, En vista de ello 
cabe preguntar: 


Dado un conjunto arbitrario ¿se puede definir en él una buena 
ordenación? 


Se ha podido probar que la contestación es afirmativa, 
admitiendo el llamado Axioma de Libre Elección de Zermelo (1904) 
que se enuncia así: Para todo conjunto A cuyos elementos son 
conjuntos C no vacíos y sin elementos comunes dos a dos, existe al 
menos un conjunto B que contiene un elemento de cada conjunto C. 


Admitido este axioma y demostrado que: En todo conjunto A se 


puede definir una relación de buena ordenación, se puede emplear el 
llamado principio de inducción transfinita: 


Si una propiedad P definida para elementos de un un conjunto 
A es tal, que si P es verificada por todos los elementos de A que 
preceden a un elemento x e A, en una buena ordenación de A, el 
elemento x posee también la propiedad P, entonces todos los elementos 
de A poseen la propiedad P. 


En efecto, supongamos que leí propiedad P no fuera verificada 
por todos los elementes de A. Sea B el subconjunto no vacío formado 
por los elementos de A que no verifican P. Por ser < una buena 
ordenación existe un elemento mínimo x de B. Por consiguiente la 
propiedad P es verificada por todos los elementos de A que preceden a 
Xx, luego por la hipótesis, P es también verificada por x; lo que encierra 
contradicción. 


Un conjunto ordenado A se llama inductivo si verifica la 
siguiente condición: todo subconjunto de A totalmente ordenado está 
acotado. 
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Mediante el axioma de Zermelo se puede demostrar el siguiente 


Teorema de Zorn: Todo conjunto ordenado inductivo posee un 
elemento máximo por lo menos. Esto significa que existe por lo 
menos un elemento x del conjunto tal que si y es otro elemento del 
mismo que se pueda relacionar con x mediante la relación de 
ordenación, se verifica que y<x. 


E 


TEMA 2 - GRUPOS,ANILLOS Y CUERPOS 


1.Grupos, generalidades. Subgrupos, subgrupos normales 








Un conjunto G, con número finito ó infinito de ele- 
mentos de naturaleza cualquiera, para 10s que se ha 
finido una cierta ley ¿e composición ú cperación, es 

n grupo, si dicha ley satisface las condiciones siguien 

est 


1) E1 conjunto es cerrado respecto de dicha lay de 


oposición, es decir a cade pare elsmentos 2 y = y bh 
2 G, en un cierto orden, se le hace corresponúier me— 
iante la ley de composición un elemento único o de 


» lo que expresareros neliante la notación eb =C, 


, 





II) Ley esociatira. 3i a, bye son tres elezentos 
ualesquiera de (, no necessrrismente distintos, enton 
es (asb),c = an(bac), de manera que los dos riembros 
e la igualdad pueden desigrarse, indistintamente por 
pa 

I11) Elerento neutro. € contiene un elemento e — 
la mado elemento unidad tal que para todo elemento a 
2 G se cumplez 


age = esa =a 
IV) Elezento inverso o simétrico. A cada elemento 
de G, corresponie otro elemento, que designaremos -— 
“1, también de G, tal ques 


Si además, la ley de composición del grupo satís- 
eS la propiedad conmtativa (a,b = bsa) el grupo — 
2 llama abeliano. 


Ejemploss 
a) El conjunto de los números enteros Os ne 
ibivos y cero) y la ley de adición ordinaria (+) es 


1 grupo, para dicha operación siendo el elemento neu- 
co el número cero, El ¿grupo es abeliano, 


2 Bl mismo conjunto, dotado de la ley de rultipit 


/ 





Zé 


ción, no es un grupo, por no cumplirse la propiedad IV 
(el elemento neutro, en este caso sería el número uno). 


c) Consideremos los siros en el plano alrededor de 
un punto fijo. Cada giro está definido por un ángulo - 
orientado x3 los giros definidos por los ángulos x 
y x+2k , (k número extero), son transformaciones 
geométricas idénticas, En el conjunto de los valores -— 
de x (números reales) se puede definir una relación 
de equivalencia así; 


La diferencia entre x y zg!' es 2k , Esto — 
permite clasificar los números reales zx en clases de 
equivalencia. Comprúebese que el conjunto de las cla— 
ses de equivalencia es un grupo abeliano. 


A veces la ley áe composición de un grupo se lla- 
ma adición, y se representa por el signo +. En este ca 
so se dice que el grupo es editivo y al elemento neu-—— 
tro se le llama elezento cero, el elemento recíproco - 
se llama opuesto ¡y Se representa por -—as 

Cuando se emplea la notación de producto que he—— 
mos seguido al principio el srupo se llama multiplice- 
tivoy el elemenio neutro recibe el nombre de elemento 
unidad . 


Como resumen damos la doble notación de las pro— 
piedades citadas. 


Grupos aditivos +-+ Grupos multiplicativos 


Ex 


1) a+b=cc E 2.b= 

11) (a + b)+c = a+(b+c) (a.ble = a. (b.c) 
III) ato=o+a=a a. l=1f.a=a2a 
IV) a+ (-a) =0 aaa 


En lo que sicue usaremos una ú otra de las notacic 
nes según los casos. 


Como consecue:cia de la definición de grupos se - 
fuede probzr que el elemento unided es único. En efec- 
to supongamos que existiera un elezento e' con la - 


UU vY 
yy e 


misma propiedad que el e y consideremos el "producto" 
e.e'. Según (III) es e,et = e! y por otra parte debe 
ría ser €.e' = €; se obtiene e =e', > 


Ocurre también que cada elemento a tiene un so- 
lo inverso a“l, Para verlo basta comprobar que la — 
igualdad b.a = c.a implica b=c y lo mismo 
a.b=a.c implica b=c, lo primero se obtiene multi 
plicando ambos miembros, a la derecha por al y apli 
cando las propiedades: (b.aja“l = (c.ajarl o bien — 
b.la.a )=c.la.a ) de donde b.e =c.e ósea 
b =C. Análogamente se: prueba la segunda parte. 


Subgrupos. Consideremos el grupo citado en el — 
ejemplo a). Sea el subconjunto G! formado por los núme 


ros enteros pares y cero y conservemos en € la misma 
ley de adición, Se obtiene entonces un grupo. No ocu— 
rre lo mismo si consideramos el subconjunto de los nú- 
meros "impares. Este ejemplo da motivo para la siguien- 
te definición: 

Un subgrupo de un grupo C, es un subconjunto G! - 
de G que es, a su vez un grupo respecto de la opera- - 
ción de G, Í 


Pera que un subconjunto G', no vacío, de un grupo 
G sea un subgrupo de éste es necesario y suficiente - 
ques 12) Si a y b están en G', lo esté también — 
a,b y 2%) Si a está en (' también lo esté et 


Es facil comprobarlo, puesto que la propiedad aso 
ciativa es trivial; el elemento unidad e de G también 
pertenece a G! puesto que aa ! 5 e (por haber en G' 
al menos un elemento a). Recíprocamente; sea e” el - 
elemento unided de G! que satisface la igualdad 
e!.el = e!, Si se considera e“como elemento de G, será 
ele = e', Así pues e'.e! = e'.e, luego por la posibi_ 
lidad de simplificar que hemos visto antes será e =8 
Además como en G, hay un solo inverso de cada ay, tam- 


bién a7? pertenecerá a €'. 


Entre los subgrupos de un grupo ú tienen immrtan 
hs eo dales 1 ¿n= 
cla los subgrupos H, llamados subgrupos noria ies és 
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variantes que tienen la propiedad de que para todo 
X€G se verifica x+H=H+x (con notación aditi 
va) o bién x.H=H.x (con notación multiplicati- 
de 

La notación x+H significa el subconjunto de G 
obtenido al efectuar la operación del grupo con x y 
cada uno de los elementos de H, Este conjunto se llama 
clase adjunta por la izquierda de H, o clase de restos 
por la izquierda, módulo H. El segundo miembro se lla- 
ma clase adjunta por la derecha de H. (La definición - 
de clase adjunta se refiere a cualquier subgrupo E), 


Cuando un grupo es conmutativo o abeliano todos - 
sus subgrupos son normales, ; 


El elemento x se llama representante de la cla- 
se. a 


2, Grupo cociente, homomorfismo, isomorfismo. 

Si H es un subgrupo de G, podemos definir en G una 
relación de equivalencia ilamando equivalentes a dos - 
elemertos a y b cuando pertenecen a una misma cla- 
se adjunta. El correspondiente conjunto cociente se re 
.presenta por G/H y sus elementos son las clases adjún- 
tas respecto de H, Si definimos en dicho conjunto co— 
ciente una operación definida asís 


(a.E) . (b.H) = (a.b) E 


se puede probar que se obtiene un grupo llamado grupo 
cociente de G respecto de H o también grupo de clases 
de restos de G, módulo H, . 


En este grupo el elemento neutro es la clase 
e .H=H siendo e el elemento neutro. de G. El ele” 
“mento. recíproco de la clase a . H es la clase a71l.H. 


Ejémplos Sea Z el grupo aditivo de los números en 
teros y representemos por (7) el subgrupo formado por 
todos los múltiplos de 7. El grupo cociente Z/(7) es 
tá formado por las clases adjuntas siguientes; 


«El elemento opuesto de la clase 1+(7) es la cla 
se 6+(7) ya que la suma de ambos elementos es la cla 
se (7) o sea el elemento neutro, 


Isomorfismo. Dos grupos G =(fa, by Cy e... y 
G! Ao b', c!, dd se llaman isomorfos si “Se pue- 
de establecer una corfespondencia biunívoca entre sus 
elementos que conserva la operación del grupo es decir 
que si ata! y b*eob! ocurre que a,sb.—»a!b! 


El concepto de isomorfismo se maneja desde la ma- 
temática elemental como refleja el siguiente ejemplos 
Consideremos la transformación x —=»log x que esta- 
blece una correspondencia entre el conjunto de los nú- 
meros reales positivos (G) y el conjunto de todos los 
números reales (G'), El primer conjunto (G) dotado de 
la operación de multiplicación constituye un grupo,así 
como el segundo dotado de la operación adición, Como -= 
se tiene (x.y) —=»log x + log y para valores cuales 
quiera de x é y. hemos establecido un isomorfismo — 
entre los dos grupos, 


La noción de isomorfismo es importante porque ex- 
Presa la idea de que un mismo grupo abstracto puede —— 
aparecer en varias situaciones concretas de aspecto di 
ferente, 


La relación de isomorfismo entre grupos es una re 
lación de equivalencia puesto que posee las propieda-- 
des idéntica, Pecíproca y transitiva, 

Teorema. En cualquier isomorfismo entre dos geu=— 
Pos, los elementos neutros se corresponden, y los ele- 
Meatos inversos de elementos homólogos también son co- 
Trespondientes. 
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En efecto, la única solución e de la ecuación - 
se corresponde con la única solución e' de 


a.=a 
la ecuación a'.x = a'» De aquí la correspondencia de 


los elementos neutros. Por consiguiente la única solu- 
ción a”? de la ecuación a.x =e en G, se correspon- 
de con la única solución a'-1 de la ecuación 
at.x=e! en Gf. 

Cuando los dos grupos G y G! son el mismo, la co- 
rrespondencia se llama automorfismo. 

En un grupo G se llama transformado del elemento 
x € G mediante otro elemento b EG, al elemento 
bri.x.b. A los elementos de la forma brlix.b se les 
llama también conjugados del x. 

El siguiente teorema permite Citas automorfis 
mos en un grupo G, 

Teoremas Para cada elemento fijo a del grupo (€, 
la correspondencia fa 1i>9 1 .X.a2 es un au- 
tomorfismo de G, 


En efecto, se tiene que 


(a ,x.a) a (a y.) OA (x.y)a 
para todos los elementos x é y. 


y —1 
Los automorfismos f de la forma x —»a .x.a 
se llaman automorfismos ifmternos; los restantes se — 
llaman externos. 


Teorera; Los automorfismos de un grupo G, consti 
tuyen a su vez un srupo A, 

En efectos es claro que la transformación idénti- 
ca es un automorfismo y que también lo es el producto 
de dos automorfismos, Finalmente, si x —> f(x) es un 
automorfismo, se tendrá que 


e? (x.y) = Ue [2.7 () 6 (£.11y)) 
- lero 00] <a) 16) 
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1 
o sea que f es un automorfismo, lo que demuestra — 
el teorema. ] 


rd Consideremos el grupo formado por los == 
tres elementos a, a y a” = e. Es fácil comprobar que 

tiene el automorfismo exterior x =—+x2, y que no po-- 

see automorfismos interiores (salvo el automorfismo — 

idéntico). 

Homomorfi smo. La generalización del isomorfismo;,- 

cuando se prescinde de que la correspondercia sea biunf 
voca se llama homomorfismo, 5 


Un homomorfismo de un grupo (- sobre otro CG! es -— 
una correspondencia unívoca de G sobre (G! tal que 
(a,b) —a'.b!, siendo at y bt los homólogos res- 
.pectivos de a y b. Puede ocurrir que dos o más ele 
mentos diferentes, de G, tengan un mismo homólogo en €, 


Ejemplos Sea % el grupo aditivo de los números en 
teros y (n) el subgrupo de todos los múltiplos de nz - 
la aplicación £ 3 Z—>2/(n) definida así: > 
fíx) = x + (n) es un homomorfismo. 

Se llama núcleo de un homomorfismo, al original - 
del elemento neutro de G' es decir al conjunto de to— 
dos los elementos x de (cuyos homólogos en G! — 
coincidan con e€e'. 


3. Grupos finitos y grupos de tipo finito. 

Los grupos que contienen un número finito de ele- 
mentos se llaman grupos finitosz3 al número de elementos 
del grupo se le llama orden del mismo. Un grupo finito 
queda totalmente definido cuando se da la tabla de — 
"mltiplicar" del mismo» 

Entre los grupos finitos son ejemplo notable los 
grupos de sustituciones. Una sustitución de un coniun= 
to finito, es una aplicación del conjunto, en sí mismo 
Si el conjunto es de n objetos y los designamos sim- 
plemente por los números 1, 2y +... Ms Y S la susti- 
tución transforma 1 en as, 2 € apy +: 1 2, 
se suele escribir asi 
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a a a 
1 2*** tn 
A=(, 2 2 


que expresa que cada número de la fila inferior está - 
sustityído por el correspondiente de la fila superior, 
Es claro que hay tantas sustituciones de orden n co- 
1 permutaciones se pueden formar con n objetos, es 
decir n! 

Se llama producto de dos sustituciones A.B a la 
sustitución que se obtiene realizando primero la A y - 
después la B, Ejemplos 


Si A=( 


in general A. B É B,A. 


Teorema. El conjunto de todas las sustituciones - 
de n objetos forman un grupo P, de orden n que se — 
llama grupo simétrico de orden nh 

En efecto: la condición de ser cerrado el conjun- 
to P, respecto de la operación de multiplicación se — 
acaba de comprobar, 


La propiedad Ago se demuestra asíg¿z llame-- 
mos abreviadamente a = ((4) donde eL representa un — 


elemento genérico del conjunto 1, 2, ... n yPBes.el 
elemento qe le sustituye. Análogamente sea b = (8) 


yoCc= Cy). Se tienes 


ano o] y 
A AR 


luego (a.b),c = a.(b.c). 


El elemento neutro de LN es la sustitución 


=D> 


2 EA 
LE d O 5) que deja invariable a cada uno de — 


los objetos. 


Si a= (e) podemos poner 8 = (3) ya que 
< A 
a.a 1 = (x) = €, 


Otras propiedades de las sustituciones se verán - 
en los ejercicios, 


Un sistema de generadores de un grupo G es un sub 
conjunto de G tal que todos los elementos de G pueden 
obtenerse aplicando la operación del gruvo a los ele— 
mentos del sistema. Rango de un grupo =s el menor núme 
ro de elementos de sus sistemas de generadores. Se lla 
ma grupo de tipo finito los que tienen rango finito, 


Cuandó un grupo admite un sistema de generadores 
formado por un solo elemento se llama grupo cíclico. - 
Sus elementos se pueden expresar, por lo tanto, como po 
tencias de ese único elemento que se liama generador -— 
del grupo. 


La forma general de un grupo cíclico es 


(e, a, al, ER aa) en donde h es el menor número 


natural que cumple al =e, 
Todos los grupos cíclicos son abelianos, 


Ejemplos Los restos 0, 1, 2, +...) M1, respecto 
al módulo m forman un grupo cíclico de orden m, si 
ro a . . 2 . 
la ley de composición es la adición seguida de la re— 
ducción al menor resto, no negativo, respecto de m, 


h-1 si 
los elementos e, aya y »..« 2 de un grupo cí 


clico se pueden interpretar geométricamente como giros 
en un plano en torno a un punto fijo O. El grupo se ge 
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nera por el giro del ángulo FT + Todo punto, sobre — 


el que se realice esta operación h veces, vuelve a -— 


Su posición original después de describir una circunfe 
tencia, De aquí el nombre de grupo cíclico. 
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4. Anillos, subanillos, ideales.- Homomorfi smo . 

Existen conjuntos dotados de dos leyes binarias de 
composición u operaciones que llamaremos "adición" y — 
"multiplicación" y que si cumplen determinadas condicio 


nes se' llaman anillos. 


Un anillo es un conjunto A de elementos tal que - 
es un grupo abeliano para la operación de "adición", y 
además es cerrado para una operación binaria de "multi 
plicación", la cual es asociativa y distributiva respec 
to de la primera. En símbolos, para elementos cuales— 
quiera del anillo Á se tienes 


18 leys (a+b)+c=a+(b+c) 
a + 0 =0t+a=a 
a Y (-a) 
atb=bz+a 


20 leys ¿os «-C=4de (b . 0) 


la+b).oc=a.c+b.co 
c.larb)=c.atc.b 


Si la segunda ley es además conmitativa 
la .b=b.a) el anillo se llama conmitativo. 


Si existe un elemento u, llamado elemento unidad, 
tal que para cualquier x ÉA se cumple 
U+.X=X.U=HX, Se dice que el anillo es unitario. 


Ejemplos: 

a) El conjunto Z de todos los números enteros, pro- 
visto de las leyes de adición y multiplicación ordina- 
rias es un anillo conmutativo en el cual u-=1l. 

b) Los números enteros pares 0, +2, 44, ... para 


la adición y multiplicación forman un ARTUÓ conmita— 
tivo, pero sin elemento unidad. 


c) Los polinomios A(x) con coeficientes enteros - 
forman, para la adición y multiplicación ordinarias,ur 


anillo conmitativo. 


He aquí algunas propiedades inmediatasy 


1) Si el elemento neutro de la adición de un anillo 
Aes 0, y XÉA se verifica x,0=0.x=0, En 


efecto si. es otro elemento del anillo se verifica 
que ( TM, E ( Y + x, pb» en virtud de la propie- 


dad J+O0).a=y.x30,x luego -= 
e 10 *» X= Y . x de donde 0,x=0, 


11) Si x é y son dos elementos arbitrarios de A, 


se verifica que XxX, (y) == X.Y. Én efectos 
X.J+X> (y) ES x(y = y) =X.0=0, 
111) (=x) . (y) =x%. y. En efectos 
(2) . (y) =- (xx). y>=-(x.y)= 3. y 
IV)x.(y-z2)=x.y-x.z En efectos 
x.(y-=2)=x.y+x.(2)=x.y+(x;32)=-= 
= X.Y “X. 23 
V) Según (1), si uno de los factores es "cero", el 
producto es "cero", El recíproco no es ciertos Si 
Xx . y = 0, ho se puede deducir, en general que sea 
x=0 ó bien y = 0, Ejemplos Sea A el conjunto de to 


dos los elementos de la forma (a, ya ) en donde a, y 
a, son números enteros, Se definen Ta adición y múlti 


plicación en A así; 


(a,, a,) + (by» bo) = (a, + by» as + b,) 
(as, a,) E (by> bo) = (a, e Dyy Eo. bo) 


El elemento neutro de la adición es O = (0, 0) y 
cuando los dos factores son de la forma (0, a) y 
b, 0) el producto es cero, sin que lo sea ninguno de 
los factores, 


Si x es un elemento distinto de cero en un ani-. 


llo, y existe otro elemento y FAO tal gue x.y =0, 


Se dice que x (y también que y) es un divisor de cero 


- 
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Los anillos que no poseen divisores de cero, Se llaman 
dominios de integridad. 


Se llama subanillo de un anillo A a todo subcon—— 
junto de Á que sea anillo, respecto de las operaciones 


definidas en As» 


Se puede demostrar que un subconjunto S, no vacío, 
áe un aniilo A es un subanillo si, y solo si, el estar 
x é y enS implica que también estén en 3 los ele 
mentos Xy Y X.Y» 

Puede ocurrir que un anillo A tenga divisores de 
cero, y sin embargo un subanillo de A, no los tenga. - 
Por ejemplo, el subanillo del anillo citado en (V),for 
mado por todos los elementos de la forma (a,0) no po—= 
see divisores de cero, ; 


El elemento unidad de un subanillo puede ser dis- 
tinto del elemento unidad del anillo; también puede — 
ocurrir que el subanillo no posea elemento unidad aún 
cuando el anillo lo tenga. Por ejemplo el subanillo de 
elementos (a, O) tiene por elemento unidad (1,0), mien 
tras que el elemento unidad del anillo es Mad 


Homomorfismos en anillos. 


Dados dos anillos A y A! se llama homomorfismo en 
tre ellos (o de A sobre A'), a una correspondencia 
f 1 A A! tal que a cada elemento a de A le co- - 
rresponda univocamente un elemento a! de A! y cada - 
elemento a' de A! sea el correspondiente de por lo me 
nos un elemento a de A, debiendo verificarse además 
para todo a y b de Aque a+b-»a! + Db' ” 
a. b=» a! , b' .. Más breves Un homororfismo es una 
correspondencia pluriunívoca que conserva sumas y pro- 


ductos. 


Se llama núcleo de un homomorfismo £f y se repre 
senta por n(£) al conjunto de todos los elementos 
a ÉA tales que a —»0! (elemento cero de At), 


Ejemplos Sea A el anillo de todos los polinomios 
de una variable con coeficientes reales, y Sea A! el - 


anillo de todos los números reales. Consideremos la — 
aplicación £ de A sobre A! en la que cada. polinomio 

le corresponde su término independiente. Esta aplice-- 
ción es un homomorfismo y el núcleo es el conjunto de 

los polinomios cuyo término independiente es cero. 


El elemento homólogo del cero de A es el cero de 
At, En efecto (f.x) l (£,0) = £.(x10) = fx, luego 
fO es el elemento cero de At, 


Otras propiedades sons el homólogo de =a es el 
opuesto del homólogo de a, El homólogo de a=b es -——- 
a! -hb!. 


Ideales. 


Un ideal I, en un anillo A es un suoconjunto no — 
vacio de A, con las siguientes propiedades. 


1) Si a y b están en Ll, también debe estar en I, 
la diferencia a-—b, 


2) 3i e estáen l y a en A, a. y C.a es 
tán en I. 


Ejemplos el conjunto de todos los múltiplos de un 
entero p es un ideal en 2 (conjunto de los números en- 
teros), 


Un importante teorema dice que, en cualquier homo 
morfismo de un anillo A, el conjunto de elementos que 
tienen cero por homólogo (núcleo) es un ideal en A, 


En efecto sea 1 el conjunto de los elementos c de 
A para los que c —»0', En tel caso, para Vaca 
se tiene fla.c) = (f.a) » (f.c) = (f.a) . 0" = 0! y 
también f(c»a) = (foc ) . (f.a) = O'.(f.a) = Ot. Como 
además si Cy —>01 y Co — 0! será 


= - = 0! - 0! = Qt, 
flo, co) = foo, = feo, 0 0 


5+ Isomorfismo de anillos. Anillos cocientes. Cuerpos. 
Isomorfismo de anillos, An1198 COclcHiEn. SUESTER 


Cuando el núcleo de un homomorfismo esta cons.i— 
tuíde sclamanto vor el elemento cero de A, la corres— 
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pondencia se llama isomorfismo. De la definición se de 
duce, que en un isomorfismo no puede haber dos elemen-= 
tos a y b del anillo A que tengan por homólogo un 
mismo elemento de A!, Si esto fuera así el homólogo de 
a -—- b sería el elemento O!. Por tanto un isomorfismo 
de A sobre A! es una correspondencia biunívoca que con 
serva las sumas y productos de elementos homólogos, 


Anillo cociente» 


Cualquier homomorfismo de un anillo tiene un ideal 
correspondiente que es el de los elementos cuyo homólo 


goes 0, 
Recíprocamente dado un ideal se puede construir - 
un homomorfismo que lo tenga como núcleo, 


Veamos brevemente la marcha a seguirs 


Un ideal I en el anillo A es un subgrupo del gru- 
po aditivo de A, 


Cada elemento a € A pertenece a una clase llama 
da clase de restos según I representada por a o por 
a! = a+ I, y que consiste en todos los elementos asi 
pera todo iÉl. Dos elementos a y b pertenecen 
a la'misma clase, si y solo si, su diferencia pertene- 
ce al ideal I. Como la adición es conmiiativa, I es un 
subgrupo normal del grupo aditivo A, así que las cla— 
ses según I constituyen un ¿rupo cociente abeliano, en 
el cual la suma de dos clases es otra clase, obtenida 
por adicjón de los elementos representantes, es decir 
(a+ 1)+ (b+1) =(44b)+1I. Esta suma es indepen- 
diente de la elección de los elementos a y b en— 
las clases dadas, 


Para construir el producto de dos clases escoja— 
mos cualquier elemento a+ i en la primera y cual-- 
quier elemento b + i, en la segunda, El producto 
la + 14) E 1.) =2..b4 (asi, + i,.b4 1, +1) = 


= ab+i! es siempre un elemento de la clase a.b+I 
ya que por la definición de ideal la suma 


a.i, + i¿eb + i,ei,> pertenece al ideal I, Por lo tan- 


to todos los productos de elementos de la primera cla- 
se por elementos de la segunda, pertenecen a una misma 
clase. 


Las leyes asociativa y distributiva son consecuen 
cia inmediata de las correspondientes leyes en A, así 
que las clases según len A constituyen un anillo, 


La correspondencia a —»a! =a XI que hace co- 
rresponder a cada elemento de A una de estas clases es 
un homomorfismo; basta ver las definiciones que se han 
dado de operaciones entre clases, En el z-321lo homomor 
fo el elemento cero es la clase. 0 + I, así que los = 
elementos de I son rerreseriados en el cero. , 


El anillo formado por las clases según Il, se lla- 
ma anillo cociente A/I. : h 


De esta forma queda establecida la relación entre 
ideales y homomorfismos. Cualquier propiedad de un ani 
llo cociente se reflejará en una propiedad correspon— 
“diente de su ideal generador l. 


Se llama "máximo" a un ideal ICA cuando los £ 
únicos ideales de A que contienen a I, son I y el mis- 
mo anillo A, 


Se dice que un ideal I de A es "primo" cuando — 
cualquier producto a.b perteneciente a 1 tiene al me 
nos un factor a ó b perteneciente a I. Obsérvese - 
que un número primo P engendra un ideal primo (p) en 
el anillo Z de los números enteros, pues un producto — 
a.b de dos enteros es múltiplo de p si, y solo si, uno 
de los factores es múltiplo de p» 


Cuerpos 

Un cuerpo es un anillo conmutativo y con elemento 
unidad, en el que todo elemento distinto de cero POB88 
es decir que un cuerpo K es en primer .ugar 
conjunto K” formado per todos — 
o multi yiica- 


un inverso, 
-1n grupo aditivo, y el 
sus elementos distintos de cero es un grup 
tivo,- Ambos grupos son conmutativos. 
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Las propiedades de las dos leyes de composición - 
que hacen que K sea un cuerpo se escriben en símbolos 
asís 

12 le 00 "> A 
(a+ b)+4co=a+ (b+ ec) (aá.be=a. (b.c) 


cualquiera que sean 
EN by, cy, EX 


ate=e+a=a a, u=u.,.4=a 
a+ (-a) = 08 da 
a+b=bta a.b=b.a 
cualquiera que sea 
[: EX 


Propiedad de la segunda ley respecto de la prime- 
ra (distributiva) 


(la+b).c=a.c+b.c 
c . (a tb) 
cualquiera que sean a, b, c € K, 


c.atc.,b 


Ejemploss 1) El conjunto Q de todos los números - 
racionales, junto con las leyes ie edición y miltipli- 
cación ordinarias es un cuerpo que se llama el cuerpo 
de los números racionales, 


2) El conjunto de los números reales, dotado de las 
dos leyes citadas se llama cuerpo de los números rea-- 
les. 


3) El conjunto de todos los números reales de la for 
ma a+b y3 con coeficientes racionales a y b - 
es un cuerpo (que por formar parte del cuerpo de los - 
números reales se llama subcuerpo del cuerpo de los nú 


meros reales), 
En efectos 


(a 1043) + (o +23) = [(a+0) + (9 + a) y3) 


= 31 - 
(a+bv3) . (ora) =[(a.c0+3b48)4 
+(bodaa) y3] 


El elemento unidad de la 1% ley es cero y el de - 
la segunda ley es la unidad. 


El recíproco o inverso de a+ b .y3 es 


ME -by3 b 
A TN 


a + by3 A A 8 





Notas Aunque la propiedad au =u.<a=< se ha supues 
to para cualquier af K* se puede demostrar — 

que es válida también para a =0, es Secir que 

0.u = u»0 = O, 

En efectos como (a + b),c = a.c + b.c se tienes 
(O+b)c=0,c+b.,c yecomo 0O+b=b resulta 
b,c=0,c+b.<c Pero 
b.c=0tb.c=0.c+b.,Cc, luego 0=0.,C 
cualquiera que sea c en particular para Cc =u. Aná- 
logamente se tienes C . O = 0, por tanto 
0 «u=U.» O = O, 
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TEMA 3. VECTORES LIBRES, ESPACIO VECTORIAL. DEPENDEN— 
CIA LINEAL, 


1. Vectores libres en el espacio ordinario. 


El alumo ha manejado ya en la Física elemental — 
ejemplos de vectores libres como son los que represen-. 
tan velocidades, aceleraciones etc, Tratamos ahora de 
precisar bien este concepto, préparando el camino para 
su posterior reneralización, 


“Recordemos que se llama vector a un segmento PQ,- 
en el que .se tienen en cuenta estos caracteres que lo 
definens a) su longitud, medida con un segmento dado co 
mo unidad y se llama módulo; b) su dirección, que es - 
la de la recta *Q que lo contiene y de todas sus para- 
lelasz o) su sentido, representado por el movimiento -— 
de un punto que va desde P hasta Qa. 


El punto P de partida del punto móvil-se llama el” 
origen, y Q el extremo del vector, 


Se representa el vector_por el símbolo PQ o tam 
»pién por a y su módulo por IPQ! Ú [3]. 


«Dos vectores PQ y RS que estén en reotas dis- 
tintas, tendrán la misma dirección, si son paralelas,y 
sendrán el mismo sentido, si teniendo la misma direc— 
:ión,los dos extremos Q y S* ¿Puno mismo de los dos - 
3emiplanos separados por la recta PR que une los oríge 
les. Silos dos vectores están en una adsna recta, y — 
¡ienen el mismo sentido que otro vector exterior a — 
lla, se dice que ellos tienen el mismo sentido, 


Dos vectores que tienen el mis1o módulo, la misma 
lireccián y el mismo sentido .se llaman eguipolentes.La 
:quipolencia es una relación de equivalencia puesto — 
ue tiene las tres propiedades idéntica, recíproca y — 
Tansitiva, 


A la elase de todos los vectores equipolentes en- 
Te sí se le llama vector libres Uno cualquiera de los 
ectores de la clase se llama un representante de la - 
lisma, El módulo, la direcoión y el sentido de un vec- 
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tor libre, son los de uno cualquiera de los represen. 
tantes de dicha clase. 


Para el estudio de los vectores libres se elige - 
un sistema de referencia en el espacio que consiste en 
un punto O llamado origen de coordenadas y tres vecto- 
res libres uy» u), Uy tales que sus tres representan 
tes que pasen yor O, do sean coplanarios. Se represen- 
ta tal sistema por la notación R [o, 4» uo» =,] ñ 
Las rectas 0u,, Ou, y Ouz se llaman respectivamente 


e 


eje xy, eje y, eje 2 y los vectores uy» u, y uy se— 
llaman los vectores unitarios de FR. 





Dado un vector libre cualquiera Y queda univoca— 
ci determinado el representante 07, y trazando por 
, Planos paralelos 2 los, y2, xz y xy se obtienen 
los vectores 04, 0 y» OA, , los cuales determinan un 


vocamente los tres vectores libres 
> —> 
x = OA Y = 04 z= OA 
- y y Z 04, 


Si en lugar de tomar el representante OY de Y, hu 


=D - 


biéramos tomado otro PQ, proyectando este vector so— 
bre los ejes, > o obtenido tres vectores equipe 
“lentes la los OA.» O y ol. 


Por tanto los vectorea YT, y, z dependen única— 
mente de v y de Xt y están unívocamente determinados — 
por ellos, Ahora bien, al vector X le corresponde en - 
el eje,X, un número real x respecto del sistema de abs 
cisas L 0, u ly análogamente se puede decir para los - 
veotores Y, 2. En resumen: 

er: -.> y “> 

V — (x, Y) 2) — (x, y, 2) 
lo que indica que existe correspondencia unívoca entre 
los vectores libres V, y las ternas de números reales 
(x, yy, 2). Los vectores X, y, 2, se llaman proyeccio- 
nes de Y sobre los ejes coordenados. Recíprocamente da 
da una terna (x, y, 2) los tres vectores libres Y, Y,z 
determinan un único vector libre v, cuyas proyecciones 
sobre los ejes son X, y, 2 respectivamente: 


Ñ —) -6 -—> —» 
(x, Ys z) — (x, yy z) —v 
Luego existe correspondencia biunívoca entre los 
vectores libres y las ternas de números reales, 


Los tres números xXx, y, 2 se llama coordenadas - 
de v respecto del sistema de referencia Y. 


Llamaremos vector nulo al que tiene módulo cero - 
(con dirección y sentido cualesquiera). Sus coordena— 
das respecto de cualquier sistema de referencia son — 


(0, O, 0). ' 


2. Operaciones lineales con vectores liures. 


Suma de vectores. Si Y y y* son dos vectores - 
libres, y lx, y, 2) y (2', y', 2') sus ternas de coor- 
denadas con relación a un sistema de referencia JT, se 
llama vector suma y se representa por. v + v! al vec- 
tor libre correspondiente a la terna 
(x+x!, y+y!, 2+2'). 

.Para que esta definición sea consistente es nece- 
Sario demostrar que la suma de dos vectores libres es 
independiente del sistema de referencia empleado. Pa 


a 


ra ello basta comprobar que la definición anterior es 
equivalente a la siguientes Para sumar dos vectores li 
bres Y y v' se toma un punto arbitrario Á del espacio” 
y un representante AV del sumando Y y otro representan 
te vw" del sumando v!'.» : 


—> 


Se veri £jca que V+v!' es la clase Cuyo Tepre— 
eS es AV” (esta. es la conocida regla: del Paralelo 
ramo), : 


La Suma de vectores tiene. la ¡pópicias: asociativa, 
como se comprueba en la fi- 
curaj 


cu “6147 


a+ (1540) - 
PQ 


Tiene también la propie- 
cad conmutativas 


— — — — 

at+b=bz+a 

El vector nulo cumple la 
condicións 





043 =2+0=2 

Se llama vector opuesto de a, (y se representa -—- 
por: -2) al que tiene el mismo módulo y dirección que a, 
pero sentido contrario. 


- Con ello podemos afirmar que el conjunto de los - 
vectores libres del espacio constituye un grupo abelia 
no respecto de la operacion suma. 


Producto de un vector por un número. 


Se llama producto de un vector libre Y por un núne 
ro real Á , al vector libre correspondiente a la terna 
(Ax, Ay, Az). Se comprueba que esta definitión es in- 
dependiente del sistema de referencia R viendo que equi 
vale a esta otra: El producto es otro vector libre de 
la misma dirección Y sentido que y si A es positivo, y 
de la misma dirección pero de sentido contrario siA - 
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es negativo, con un módulo igual al de Ye multiplicado 


porjA!. 


Las siguientes propiedades se deducen directamen- 
te de la definición: 


a) Cuando Á = 1 el producto es Vv. 
b) Se tiene a.(b.v) = (a.b).v (propiedad asociati 
va). 
c) Se verifican las dos propiedades distributivas: 
(a+ Dd). =av+ bir), alv+u)= a. + a.l 


d) Se cumple: : 0. 7-0 PT O 


3. Definición de espacio vectorial. 


Se llama espacio vectorial Y Oo sistema lineal so- 
bre un cuerpo K, a un conjunto de elementos, en'el que 
se han definido dos operaciones: adición de elementos 
de V, y multiplicación de elementos de V por elementos 


de K, cumpliéndose las siguientes propiedades: 
1) X+Y-Y 4Y (propiedad conmutativa). 
TI) X4 ($+%)= (+) +% (propiedad asociati 
va). 
TIT) Existe un el emento de V que denominaremos_ O - 
: tal que X40=Y para todo elemento X. 


IV) A todo elemento de Y, X se le puede hacer corres 
ponder otro llamado opuesto y representado por 


(7) tal que Y + (-X) = O. 
1) 1.X=Y (para todo x). 
11') a.(b X) = A Y (propiedad asociativa). 


1111) (a+ b) X= ax 4+b X (propiedad distributi- 
va respecto de la adicion de elementos del — 


cuerpo K). 
lv!) a(+Y)=2aY+ a E (propiedad distributiva. 
respecto de la adición en s 
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Los elementos de V se suelen llamar vectores y - 
los hemos representado con la notación tradicional.Los 
elementos dé K se llaman escalares. 


Obsérvese que las propiedades 1 a IV hacen de Y - 
un grupo aditivo abeliano. 


_, Debe ponerse cuidado en no confundir el vector nu 
lo o que es el elemento neutro del grupo aditivo V,con 
el élemento cero del cuerpo K. Ambos están relaciona— 
dos por las ignmaldades. 


o (para todo X € V) 
la. 0 = 0 (para todo a É K) 


que se deducen así: 


aX4OoYXY=-(a+ 0) X=aX=ax+0 
aX+a0d=-a(21+0)=a.x=a +0 


comparando los miembros extremos. 


A la suma de z qn. el opuesto de y se le llama _- - 
diferencia entre X_ Y, y se representa por X- Y. 


Ejemplos: Además del conjunto de los vectores del 
plano o del espacio, de donde procede el nombre se tie 
nen otros ejemplos sencillos. 


a) Bl conjunto de los números complejos a+ bi, es 
un espacio vectorial sobre el cuerpo de los numeros - 


reales. 


_b) Sea Y un conjunto de n números reales colocados 
en un cierto orden: X= (x4> Hoy +... X, ). Sea V el es 


pacio formado por todos los elementos xo Definiendo: . 
pur —e . : y 

x+y=- (xy + Yyr Eo + Yor vo.) Xx, + Ja) y 

a. X= (a X¡) 2 Xp) ..., 8 x,,) se tiene también un 
espacio vectorial como se comprueba fácilmente. 


c) Consideremos las funciones reales f de una varia 
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ble real definidas en un intervalo [a,b] y Adoptemós > 
como leyes de composición las habituales que dan la su 
ma de dos funciones y el producto de una función Í por 
un número real TI. En estas condiciones se tiene tam- - 
bién un espacio ) vectorial. 


Dependencia lineal, 
En un espacio qootorial V sob4eel cuerpo K, se di 
ce que n veotores Xy) Xoy ...> = son linealmente de 


pendientes cuando existen n dlsmentds de K, no todos — 
nulos tales que se oumpla: 


1 da mt. ta x= 0 donde a, E K para 
i= 1, 2, ...y no En el caso contrario se dice que los 
son linealmente independien 


a 


>< y e 
vectores yr Xoy +...) X, 
tes, y el conjunto de dichos vectores se llama un sis- 
tema libre de orden n. 

Se dice que el, vector x depende linealmente de - 
los vectores Dj» X> Zo) e... Xp» O que es combinación li 
neal de ellos cuando se verifica una relación de la — 


—» —h > be 
forma] X=28¿X+2,X,++.+2, Xx, (a; € X). 


Propiedades. 


a) Es condición necesaria y suficiente para que los 
vectores Xy» Zo) ... a sean linealmente dependientes, 


que uno de ellos dependa linealmente de los. restantes, 
En efecto si los vectores Xy> xo» ..., x, son lineal 


mente dependientes se tendrá .l 
a, as + ap 5 + e.o +a, z, = O donde algun coefi- -— 
ciente debe ser ICO de ceroz si es a, FO ose 
puede escribir 
—> — Z 
nm Yp 47**% 


—> : 
= x o bien 
nt *n-1 





2 Ap > as 

n 8 1 a 2 n N=1 

A A A = Já —o 
Reciprocamente si "a = db, q + b, o + o + Br: Xr-7 


4d E Ne o 
resulta b, = o za ... 1 X, 7 

b) Si los vectores de un conjunto son linealmente de 
pendientes, también lo serán los de cualquier otro con 
junto que los contenga, ya que si se cumple 


ata, 4 r.. + Sn >= rl también será 
1 2 2 n 


e —> , => + + 
8, xy + a, z, +... + an a + 0.x 13 +... + 0.x. = 0 


c) Todo conjunto con dos vectores iguales es un —— 
conjunto de vectores linealmente dependientes. En efec 
to basta ver que al ser Xx + (-1) X= 0, solo hay que 
aplicar la propiedad b). 


a) Si un vector X depende linealmente de los vecto- 
«le a —> o ES 
TOS Xy3 oy ...9 Xy» Y cada uno de estos depende li— 


nealmente de los vectores 3» Yo» ...) Yao el vector 


Y depende linealmente de los vectores 7» Vos. ..> Toe 
Se comprueba sin dificultad. 


4. Variedades lineales. 


Se dice que un conjunto de vectores depende li- - 
nealmente de otro cuando todo vector del primero, de— 
pende linealmente de los vectores del segundo. 


Un subespacio vectorial o variedad lineal de un - 
espacio vectorial V es toda parte de V que a su vez es 
un espacio vectorial respeoto de las operaciones defirú 
das en V. 


Una variedad lineal L (que puede ser todo el espa 
cio V) se dice que está engendrada por un conjunto S - 
de vectores de V, cuando todo vector que depende lineal 
mente de S, pertenece a L, y todo vector de L depende 
linealmente de S, el conjunto S se llama un sistema de 
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geneyadores de L. Si los vectores de S son linealmente 
independientes, el sistema de generadores se llama una 
base de L. Si una variedad lineal está engendrada por 
3, se representa por L(S). 

Si S=-= [x= Xoy ...) =) es un sistema de genera 


dores de la variedad lineal L, de la definición ante— 
rior se deduce que la condición necesaria y suficiente 
para que el vector X pertenezca a L, es que existan — 
208 números A; 1 É K (i= 1, el +... T) tales que 


= A, Xx +A, xo +... +4, 


Ela ecuación se llama ala parametrica de la 
variedad lineal cuando los A; se consideran como parame 


tros que toman sus valores en el cuerpo K. 
z —> — : 
Cuando los vectores X4> Eo +.» X, Son lineal- 


mente independientes la ecuación anterior se llama ecua 
ción reducida o normal de L. En este caso los números 
o...» ) están univocamente determinados por 
z e e [y reciben el nombre de coordenadas o componen 
tes de X respecto de la base S. 

Para comprobar que esta representación es única - 
se procede así: 

Supongamos que se verificara también que 


x=» x, A +A! Ea +. Se tendría 
E EA . AN or tanto: 
Ml ( A) X, J de ( AUX y p depa 
XA (=%) = (A, AY + +. + A, -Agdx, =0 
y como los vectores de la base son linealmente indepen 
dientes debería ser 


Ax = 0 0... A, = AL = 0 es decir 


A. = 41 Wet: El número r se llama 'Uimen- 


sión" de la variedad lineal L. 
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Teorema. Si una variedad lineal L posee una' base 
PENA , , S 
elementos, no puede haber en L, conjuntos de mas 
vectores que sean linealmente independientes. 


de r 
de r 

Basta demostrarlo para conjuntos de Tr + 1 elemen 
tog.s Para ello se recurre al método de inducción con— 


pleta. Por la hipótesis, si x, Lo, ...y X= es una - 
base de L, se tiene para todo Y'ÉL: 


I=A, Y, xy + Ao Xo +... +A, Y X,* 
Se empieza comprpbando el teorema para el caso de 
base formada por un solo elemento. Sea en efectos 


Y - Y, Xy 7 Y = A Xx con Ay y Az nes del — 
elemento cero de K. Como E XxX, = pi será 
1 
E Xx y = o luego” Xé y no son linealmen- 
1 


te independientes. 


Se admite a continuación que si una base posee - 
r - 1, elementos, entonces r vectores de L no pueden - 
ser linealmente independientes. 


A continuación se demuestra que si la base posee 
r elementos, no puede haber r-+ 31 veotores linealmen 
te independientes. 


Omitimos los detalles de la demostración por bre- 
vedad. 


Como consecuencia de este teorema se tiene que si 
una variedad lineal L posee una base de r elementos, y 
si p elementos de L son linealmente independientes, en 
tonces p£r. Esta consecuencia permite establecer el 


Teorema de la base: Si una variedad a! posee 
una base de r elementos, toda otra base tiene tambien 
r elementos. 


En efecto sea y, Yo» na Yo otra base de L. En 


E e AE 


—b E 
tonces los vectores y, son linealmente independientes, 


Juego » $ r. Cambiando el papel de los vectores 
Yi y x= se debe tengr 'r $ p. Se deduce por tanto 
T = Po 

Esto significa que la dimensión de L no depende — 
de la base elegida. y 


Nota _ 1. Aunque las definiciones y teoremas ante— 
riores se han referido a una variedad lineal L, se — 
aplican igualmente a un espacio vectorial Y. 


Nota 2. Existen espacios vectoriales que admiten 
sistemas de elementos linealmente independientes cuyo 
número es tan grande como se quiera. Se dice entonces 
que tienen dimensión infinita. 


5. Cambio de base. Ecuaciones del cambio de base. 
A —> —e 
Si B, = [(3,» Uny ..., 5) y B2= (Vi) Tar» ,7,) 
son dos bases de un espacio vectorial V, se trata de 
encontrar las relaciones que existen entre las coorde- 


nadas de un vector X, respecto de las dos bases B, 
y B, . 

eta ello expresemos en primer lugar los vectores 
de B, mediante los de B,. 
Sea U, = a,7 Vy + 2,9 Vo +... +8, Y, (i = 1, 23..n) 
Si X= A, a) + Ao u +... +A, a por sustitución 
de los a se obtiene: 
X = ... 4 Yi sos + 
X (8,4 A, + 201 Ao + 201 Any ) 


+ (84m Ay + Bon AS +... + E e Ya 


lo que permite escribir las ecuacion del cambio de ba- 
se; 
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" 


> 


' 


... + 
An Sp Ay + 899 Az + SanAn 
_Se puede proceder al reves, expresando los vecto- 
res A de la base B, mediante los vectores a de B,+- 


El savicdo que se obtiene, es el mismo.que si se re- 
suelve el sistema anterior considerando como incógni tas 
los valores A; 


6. Aplicaciones lineales. 

Sea V y U dos espacios vectoriales sobre el mismo 
cuerpo K. Se llama aplicación lineal de V en U, una —- 
aplicación f que posea las siguientes propiedades: 


ez, + 5) = e(x, + 1.) para todo E ETT: x, É V 
EA) = A.2(2) para todo YXÉV , AÉ€K 


Cuando U'=K, el valor de la aplicación es un - 
número de K, y la aplicación se llama entonces forma - 
lineal sobre Y. 


Ejemplo: Sea V el conjunto de los vectores libres 
del espacio, y U el conjunto de los. vectores libres de 
un plano JT. La proyección ortogonal de un vector de V 
sobre el plano T es una aplicación lineal. 


La noción de aplicación lineal no es más que la - 
generalización de lá función elemental y = ax conoci 
da por los alumos desde el bachillerato. Se puede de- 
cir intuitivamente que una aplicación lineal de V en U, 
transforma. V-en U “haciendo corresponder sus leyes inter 
nas y externas. La definición se aplica lo mismo a es- 


pacios vectoriales de dimensión finita que a los de di 
mensión infinita. 


Propiedades de las aplicaciones lineales. 


I) Si f es una aplicamión lineal de V en U el ele— 





e pe elementos neutros de V y U se represen- 
tan por or el mismo símbolo 0; cuando pueda haber confu— 
sión se agrega, como hemos hecho, la indicación de a - 
qué espacio pertenece. El símbolo O, representa el ele 
mento neutro para la "adición" en X, 


II) Consideremos el conjunto f(V)'es decir el con- 
junto de los elementos de U que mon imágenes por fade, 


al menos, un elemento de Ve Veamos que f(V) es un sub- 
espacio vectorial de U. ( 


En efecto: Si EZ él «Yo son dos elementos de 
f(V), existen x7> x> € V tales que Y, = ex; de 
72 = 1x2). *Como “e en 
Y, + Yes rx, 1 ex) = tz 2 xo) resulta que 
y +y5€ £(v). 

También se tiene que A y = A e(x, )= FA z x,) 

y por tanto Ay, € £(V). El elemento O de U ey 
también a £(V) según se vió en la propiedad I. 

El elemento -2(%,) de U pertenece también a f(V) 
pues si 1 representa el elemento neutro de la "multipli 
cación" en K: 

-£(x,) = £(-x;). Queda así probada la propiedad II. 
2 
Ejemplo: Sea X= (a,29) un elemento de R”, y ha 
> 
gamosle corresponder el elemento y = (b,, bo, b3) de 
R3 mediante las fórmulas b¿= a¿+a, (i = 1, 2, 3). 


Se tiene definida una apligación lineal de R” en R?, 
sin embargo la imagen de R“ no es R” sino únicamente - 


la diagonal de p3 es decir los elementos de R3 cuyas -— 
tres coordenadas son iguales; esta "diagonal" es un es 
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pacio vectorial de una dimensión. 
e III) Si los elementos x4> Zo, ...s z son lineal. 
mente dependientes en V, existen números A sAÁ +A 
1 2? ñ 

de K, no todos nulos tales que 

be 
A, Xx, +A, x> +... +A, E = O , por consiguiente se 
ra también: 
de E e XA 1) 0. A, (Z,) = 


€2(v)] . Por e los elementos 
ex)» (zo), De e) son también linealmente de— 


pendientes. (El recíproco es falso en general). 


IV) La dimensión de £(v) es, a lo sumo, igual a la 
de V. (Cuando esta dimensión es finita, se llama rango 
de la aplicación £). 


En efecto: Supongamos que la dimensión de V sea r. 
Consideremos n elementos yy» Y2> ...3 Yy de As Ca 


da uno de estos elementos es _imágen por fÍ de un x € Y, 
hay, pues, n elementos Xi» xo» ..., e de V tales — 


que Y; = £(x,) (i = 4, 2, ..., n). Si £(V) fuera de 


dimensión mayor que r se podría escoger n>r de mane 
ra que los y? fueran linealmente independientes. Co- 
mo consecuencia de la propiedad (III) los x; lo serían 
también, lo que es imposible porque V es de dimensión 
r<n. 


Te Isomorfismo. 


Problema importante. es el de caracterizar una apli 
a . . £ . 
cación lineal biunívoca. Para ello es necesario que £Í 
sea una aplicacion de V sobre U. 


. qe : e 

Sea entonces f 13) la imagen recíproca de O€U 

es decir el conjunto de elementos de V cuya imagen me- 
diante f sea O de U. : 


Teorema. La condición necesaria y suficiente per 


E 


que una aplicación lineal de V sobre U sea biunívoca - 
es que £f”1(0) sea únicamente el elemento 0 € Y. 


Que la condición es necesaria se deduce de la de- 
finición de aplicación biuniívoca. Para ver que es sufi 
—» 
ciente, consideremos dos elementos diferentes Xx, y 
e 


x, de V. Debe ser £(x4) É f(x), ya que si fuera - 
£(x4) = t(X,) se tendría «£(X,) E a o€ a y por 
tanto a - X5) = Eu; , € f 1, 
Xx 


lo que obligi a quo Xx, . = O EV, osea X= Xx; 
1 2 1 2 
contra la ivót is. 


luego xXx 


Cuando se cumple el teorema, la aplicación recí— 
proca f-1 es también una aplicación lineal de U sobre 
V ya que: 


19) ca]: 
2-7) +0 (5) 


59) a [re(5) - ni[saz)]- 
=A X =A. L£ 15) 


Por esta razón una aplicación lineal biunivoca de 
V sobre U se llama isomorfismo de V sobre U., Cuando -— 
existe tal aplicacion Y y U se llaman isomorfos. 


si f es una aplicación de V en U, cumpliéndose — 
que £-1(0) = O se dice que f es un isomorfismo de V 


en U. 


Propiedades del isomorfismo. 

I) Si Y y U son dos espacios vectoriales y f es un 
isomorfismo de V sobre U, la dimensión de un subespa— 
cio de V es la misma que la de su imagen mediante f. - 
(Prescindimos de la demostración). Se puede decir in— 
tuitivamente que el isomorfismo conserva la dimensión. 


Por ejemplo: una aplicación lineal de un plano en 
Un espacio de tres dimensiones transforma el plano, a 


a 48 - 


lo sumo, en un plano. El teorema anterior permite cons 


cretar más: una aplicación lineal biunívoca de un espa 


ocio de tres dimensiones en un espacio de tres dimen— 
siones transforma una recta en una recta, un plano en 
un plano, y el espacio en todo el espacio. 


I1) Si Y y U son dos espacios vectoriales sobre el 
mismo cuerpo K, y de la misma dimensión finita I, toda 
aplicación lineal de V en U que transforma una base de 
V en una base de U es un isomorfismo. 


Sea a (i_z 1, 2, ..., r) una base de V; los 
(5; ) tales qúe ba = (a ) «constituyen, por Dipotsdia 


una base de U. 


Un elemento y € U se escribe de marera única — 
f 
así: 


Y=N,b, +, D> 49_b= 

A A 

ES le +. +9, a] 

Por tanto y es imagen AR f de 


a 

1er Qi ? 2, +No 2 25 +... +Ar an y esto para cualquier 
de as la aplicación Í es sobre. Por otra parte 
q 
Y = 


38 
15) no contiene más PS O € Y, pues si 


Ay E ho. +A, a, € HOM y fuera os 


tendría £(X) = A, 5 o +A, b_ = 0. Como los z 


forman una base e a aa solo es posible - 
para A, = A, = ... = A, = 0, con lo cual sería X= 


€ 1, so lo supuesto. Luego queda demostrada la - 
propiedad Il. 


III) Si existe un isomorfismo L£ de V sobre U, es- 
pacios vectoriales sobre el cuerpo Es de dimensiones - 
finitas, ocurre que V y U tienen la misma dimensión. 
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Iv) Un espacio vectorial V sobre el cuerpo K, de -» 
dimensión finita TI es isomorfo a Kr. 


[Recordemos que el espacio XK =SKxKx E xK 
es un espacio vectorial; uno ialamiera de sus elemen- 
tos es ( Ayo ho> de Xx) donde todos los A, € K. 
Los vectores e; (14:04 6. 0), e, = (0, 1, 0). 

= (0, O, +.., 1) son linealmente independientes y 
sodio n base de x”.] 
Dado un elemento X= A 


—> — 
4 2 +kx, 2, a, + «A, a, EV 
hagamos corresponder a X el elemento ( A» Apr.» A.) 


de K'. Se tiene establecido así un isomorfismo. En — 
efecto se trata de una aplicación lineal ya que si — 


otro elemento E a, +... +, a, € V resulta 
xiy=( A EA e +Ay) an , luego - 
al iento xX1yY le aca la suma de las imá- 
> - 
genes de x € ye 
Análogamente al elemento ÁX corresponde A £(X). 


. Q “2 2 $ 
Como evidentemente la aplicacion es biunivoca se 
trata de un isomorfismo. 


-  - mm ds mm 
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TEMA 4. MATRICES. CALCULO CON MATRICES. DETERMINANTES. 


1. Operaciones lineales con aplicaciones lineales. Ma- 
trices+.- Operaciones lineales con matrices. 


En el tema anterior se han estudiado las aplica— 
ciones lineales de un espacio vectorial en otro. Ahora 
vamos a estudiar estas aplicaciones lineales más en de 
talle, en el caso de que los espacios vectoriales son 
de dimensión finita y están referidos a sendas bases. 





Como las operaciones lineales con aplicaciones 1i 
neales se pueden reducir al estudio de dichas operacio 
nes con matrices, estudiaremos en detalle estas opera- 
ciones. Empecemos con un ejemplo de introducción: 


Sea £f una aplicación lineal de V (espacio vecto 
rial de dimensión m en U (espacio vectorial de di- 


mensión n). Sean (+) k =(l, 2, e.., m) y 
(+; (i = 1, 2, ..., n) dos bases para V y U respec 
tivamente. 
si XEV será X=A, 3, +A,354 ... HA, e, 
—b A 2 
si y € U sera tambien 
- — —e ad 


Cuando Y es imagen de ES mediante £f se tiene: 


LD) =A, £(57) + 00. HA, 1(5,) 


—e -> eb», e , 
Sea £(a,,) = ayy dy + a bp h.o.ota, b donde 


los aj € K. 
El conjunto de los A, donde 
1%k<n se llama matriz de la aplicación lineal f, 


con respec to a las bases (a. ,(b,). 
p 1 
Tr una ma tr 1z en forma de cuadro NN 


1$icCn 


e 


Se suele escribi 
Tectanular 


y se dice que la matriz tiene n filas y m  columa 
y que representa la aplicación Tineal f de V en Y 


Se puede, así asociar a cada aplicación lineal de 
V en U una matriz que la caracterizaz es preciso obser 
var, sin embargo, que para una aplicación lineal dada 
f, la matriz asociada depende de las bases elegidas en 
V y en U, y cambia con ellas. 


Igualdad. Sea A una matriz de clementos a,, y B 
una matriz de elementos Dir pertenecientis al cuerpo 


K, y tales que tengan el mismo número n de filas y el 
mismo numero m de columnas. 


Diremos que A=B cuando se cumpla Ai * Dir - 


para todo i y todo ks 

Se podría justificar esta definici ÓN, atendiendo 
a su significación en relación con las aplicaciones li 
neales correspondientes a ambas matrices, pero por ra- 
zones de brevedad, vamos a prescindir de estas justifi 
caciones er lo que sigue y nos limitaremos simplemer te 
a dar definicionese 


Suma. Se llama suma de dos matrices A y B y se la 
designa por 4A4+B, a la matriz cuyo elemento de fila 
i y columa k es “2,, +b,,+ Esta definición supone - 


que A y B tienen el mismo número de filas y también el 
mismo número de columnas. Esta operación suma es) evi- 
dentemente, asocistiva 3 conmutetiva, come comsecuer— 
cia de que la "adición" cu K Jo os. 
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Existe un elemento neutro, la matriz nula, cuyos 
elementos son todos iguales a cero (del cuerpo K). Se 
tiene en efecto AFO=04A=A. 


Podemos llamar matriz opuesta de'A y representar 
por (-A) a la matriz que tiene como elerento genérico 
-a,y + Se tiene A+ (-A) = 0, 


Q . a 2 
Queda asi organizado el conjunto de las matrices 
n x m, como un grupo aditivo abeliano. 


Producto por _un escalar. 


Se define el producto A.A donde A E K, como la 
matriz cuyo elemento genérico es A: 29j- 


Es facil comprobar que este producto tiene las si 
guientes propiedades: 


As BB) AB 
(A2p4).a =A.A 2.4 
ALA) = (AJA) 


cualesquiera que sean As € K, y para las matrices 
A y B con igual número de filas e igual número de co— 


lumas. 

Si representamos por 1 el elemento neutro de la - 
"multiplicación" en K se tiene 1.A= A. 

De las definiciones anteriores se deduce que el -— 
conjunto de las matrices de n filas y m columnas es un 
espacio vectorial sobre K. Si llamamos Hix a la matriz 


de n filas y m columnas cuyos elementos son todos nu— 
los, salvo el de la fila i, columna k que vale í (ele- 
mento neutro de la "multiplicación" en K), entonces to 


da metriz AÁ=- (ajy) de n filas y m columnas es de la 


m E E 
forra A = = pa 25 I¡, y esta representacion 
i= k:: 


5 
es única. Las matrices 1, constituyen una base del 


espacio vectorial de las matrices n X M, y Por tanto 
este espacio vectorial es de dimension finita igual al 


producto nAm. 
2. Producto de matrices. 

Sean dos matrices: Á = (8,1) de n filas y m to 
lumnas y B= (dy) de m filas y p columas. Se llana 


producto de ambas matrices y se representa por A.B a 
la matriz cuyo elemento de la fila i, columna k, es la 
suma de los "productos" de los elementos de la fila í 
de A, por los de la columa k de B. En símbolos: si -- 
“designamos por C= (Sy) a la matriz producto se tie 
ne: 


2 z : sais ] 
Cir a., b Bo b,, + la E Dal 


Propiedades: 
1) La matriz producto tiene n filas y p columas» 


2) Si 2, B, Cy son matrices nx m, p xq respec- 
tivamente se verifica la propiedad asociativa: 
CiaBle risa Ue 


Basta comprobar que el elemento que aparece en la 
fila iz columa ¡en ambos miermbros es el mismo. 


3) El producto de matrices cumple la propiedad dis- 
tributiva, a derecha y a izquierda, es decir que: 


A. (BC)=ASBFHA¿C 
(B+4C).AS=BL.AFCCLA 


Se supone naturalmente que las matrices A, B y Cs» 
tiener en cada caso el número de filas y de columnas - 
adecuzdo para que los diversos productos de matrices - 
tengar sentido» Por ejemplo, en el primer caso A ten— 
dra n filas y n columnas, mientras que tanto DB como l 


= 55 - 
deben tener m filas y p columnas. 


La derostración se hace como se indicó para la -— 
propiedad 2. 


a! 
Ejemplo: Sea A= (a, by c) ,, B=|[b' 
Se tiene: c* 


A. B= (aa! + bb' + cc!) matriz de una fila y una co 
lumna. 


B.A= a'a a'b ate 
b'ta b'b  b'e 
cta  c'b cto 

Si consideramos de nuevo el ejemplo tratado al -= 


principio de este tema, puede expresarse el resultado 
mediante el producto de matrices er. la siguiente forma: 


$ e 
Podemos considerar al vector x representado por 
la matriz 


Ay 
Ao 
XÁ 


que tiene por elementos las componentes de x según — 
la base elegida en V. 


m 


Analogamente 


y- [2 
Un 
- bh . 
siendo estos elementos las componentes e y segun la 
base elegida en U. 


Se tiene: 


e 11 270 ... 24m Ay 
lo Ja[ 01 *e2*o* “amp” A, 
v m1 n2 ..o Som Am 


» . — -» A p 
ó más brevemente y = A+. x siendo A la matriz cuyos 
elenentos son los aj,» 


3. Matrices cuadradase 


Cuando el número de filas y el de columnas de -—- 
una matriz son iguales la matriz se llama cuadrada. Sea 
y ese número común, que se llama crden de la motriz. 
Los elementos 23 li = 1, 2, ..., n), constituyen la 
diagonal eto 


Sca 1 la matriz 


1 0 ... 0 
0 1 cos 0 
0 0 ... 1 


cuyos elementos de la diagonal principal son 1 (elemen 
to neutro de la Ltiplicación en K) y 1os restantes 10) 
(elemento neutro de la ndición en K) (Matri» unidad). 


En ej caso de matrices cuadradas A y B del mismo 
orden n tiene sierpre sentido tanto el producto AB c£ 
mc el Bed. 


Se comprueba enseguida que Al = I.A = Ae Por - 
tanto 1 puede considerarse como elemento neutro para - 
la multiplicación de las matrices cuadradas de orden M» 


Si en el conjunto de las matrices cuadradas de OL 
den n se adoptan las leyes de adición y multiplicación 
que hemos definido, dicho conjunto adquiere la estrut- 
tura de un anillo, no conmutativo, con elemento unidal- 


ae a 


de Transposición de matrices. 

Se llama matriz tranrspuesta de una matriz dada a 
la que resul ta de cambiar las filas por las columnas.- 
A la operación que consiste en pasar de una matriz a — 
su transpuesta se le llama transposición. La transpues 
ta de una matriz Á se representa por A'. Por ejenplo; 


e 
OS SS E 
ral a a _ e “22 
21 das ¿42% 
185 454 


Las propiedades siguientes se deducen directamen- 
te de la definicion: 
a) Siñhfes una matriz nxm, A' es una matriz 


Mm Xx N. 
b) (A')' = 
c) (A+ B)' =A4' 4 B' 
d) (A. B)' =B'. A' » La matriz transpuesta de 


un producto es el. prodveto de las respectivas matrices 
transpuestas tomadas en orden inverso. 


Las matrices igueles E sus transpuestas se llamen 
simétricas» Por tanto de a) se deduce que toda matriz 
simetrica es cuadrada. Las matrices que verifican la - 


relación A! =-A se llamen hemisimétricasa 


5. Determinentes. Propiecad:ides. 


841 yor. in 
Sea A = 2, aso” .. Gen 


p ... 
pu 
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una matriz cuadrada de orden ne 


Con los elementos de A se pueden formar n! produce 
tos distintos, en cada uno de los cuales entren n fac 
tores, figurando un elemento de cada fila y uno de ca. 
da columa de A. Cada uno de estos productos, de la —. 
forma a. . +A. : ».. 2 ¿ se multiplica por +1 6 

dada +23 Lan . 
por -1 según que las permutaciones de los indices de 
fila (i,> dor... 1) y de los Índices de colurina 


(ia do» -..> 10%, sean de la misma clase, O de distin 


ta clase. 


A la suma de los n! términos que así resultan se 
le llama determinante de A y se le representa por ja] 
Ó bien escribiendo entre barres verticales los elenen- 
tos de la matriz A. 


Nota: Aunque los elementos de la matriz A podrían 
pertenecer a un cuerpo K cualquiera, nos vamos a refe- 
rir en lo que sigue a un cuerpo K cuyos elementos sean 
números (por ejemplo números reales, complejos, etc). 


De la definición se deducen algunas propiedades - 
inmediatas. 


1) Los términos de un determinante se pueden orde— 
nar de modo que en todos ellos la permutación de los - 
índices de filas sea la principal 1,2,...,n. Por ello 
puede afirmarse que la mitad de los términos tendrán - 
signo + y la otra mitad signo -, porque hay (n!):2 pez 
mutaciones de clase par y otras tantas de clase impar 
en las permutaciones de los índices de las columnas. 


2) El determinante de una matriz y el de su trans-- 
puesta son iguales. 


3) Si una matriz tiene nulos todos los elementos de 


e . 
una linea su determinante es nulo. 


4 


4) Si todos los elementos de una línea se multipli- 
can por un numero el determinante de la matriz queda - 


= bo 


multiplicado por dicho número. 


5) Si se vermutan dos líncas paralelas en una metriz 
el determinante correspondiente cambia de signo pero no 
de valor absoluto. 


rRazonando, por ejemylo, para permutación de dos - 
colunmas, en cuda termino del determinante se produce 
la fermuta de los ind! es correspondientes e las colum 
nas permutadas lo que introduce un cambio de clase, y 
por lo tanto de signo, en el término. 
0) Si una matriz tiene dos líneas varalelas iguales, 


3u determinante es nulo. En efecto: perrutando dichas 
€ . . 
lineas varalelas el deterninante no cambia, luego debe 


verificarse |Al = - la] ó sea lal = 0D. 


7) Si una matriz tiene dos líneas paralelas propor- 

cionales su determinante es nulo. 
lasta avulicar las propiedades 4) y 6). 

8) Si una nmetriz A tiene los términos de unz linea 
(por esenzlo la primera fila), que sean polinomios del 
miso número de terminos, el determinente de A, es su- 
“a de tantos determinanies como terminos tengan los po 
linomios citados. Todos esos determinantes surandos —— 
tienen comunes con el JA| las restantes filas, distin- 
tas de la primera; en el sumanco numero i la fila pri- 
mera está constituida por los terminos de lugar i de - 
cada polinomio. 

Por ejemplo, si se trata de trinonios tendrenos:; 


a; as e... bd, b, e... Ba 
= 40, ajo do 2 “21 Ae “2n + 
81 2 "an 1 2 an 
Cy Co ...C, 
4 207 2yp* «Bo 
m1 n2 “an 


La demostración es inmediata si se tiene en cuen 
ta que en cada término obtenido al escrivir el desarro 
llo del determinante figura uno, y solo uno, de los - 
polinomios de la 12 fila. 


El teorema es valido, cual+uiera que sea la 11-- 
nea que contenga los polinomios. 


Consecuencia: Si una línea es combinación lineal 
de otras paralelas el determinante es nulo. 


9) Si en una matriz A, a una línea se le suman -—- 
otras varias paralelas previamente multiplicadas por 
números cualesquiera, la matriz resultante, B, tiene 
el mismo determinante que A. 


Basta tener en cuenía las propiedades (7) y (8). 


10) Si en el desarrollo de un determinante |A| se 
saca factor comun el elemento a; de todos los ter- 


minos donde figura, aparede multiplicado por un poli- 


ncmio, que representaremos por A,,, y se llama adjun 
to de -a,.. 13 

MZA 13 

. El determinente de la matriz que se obtiene 2 par 
tir de A, suprimiendo la fila y columna que se cruzal 


en el elemento e se llama menor compiementario de 
Ag Se suele designar por As; 


Vamos a demostrar que sz (- qye j ' As 


Para ello empecemos comprobando que As; = cn 
En efecto los términos en gue figura a,7 son de la for 


(Y a 


na, +... a . donde Y es el número de in=- 
cda 2d 
versiones de la permutación 1, jo +... 3, de los Índi 


ces de las ctolumas. Luego tales términos componen la 


22 y , A 
expresión ayy» [a hoz e + 00.) e. ES fóúm 


cil darse cuenta de que los bsos del ccrchete perte 
necen al desarrollo de Ayo Reciprocamente cualquier 


término del desarrollo de X,, multiplicado por 27 per. 


tenece a A,,y ya que el indice 1 no forma inversión -— 
con ninguno de los restantes indices de columass — 


ja ... ¿n* 
Se completa le. demostración para un elemento cual. 
quiera As llevando la fila i al primer lugar (me— 


diante i-1 cambios de signo en |A]) y la columa j, 
también al primer lugar (mediante ¡j-1 cambios de sig 
no). En el determinante obtenido que es 


(-1)443-2 «Lal el elemento 8; avarece en la prime 


Ya fila y primera columna, mientras que su menor com-— 


plementario no he. cambiado. Por tanto 

la] - py) 4+3-2 o aj, A, L ... CObteniéndose la con- 
clusión A = (a 7 As; ya «(ue la paridad de 
'L3 es la misma nue la ce 1 += 2- 


y 
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11) Consecuencia inmediata del teorema anterior es 


el teoremá del desarrollo de un determinante por los. 


elementos de una linea: 


"Un determinante es igual a la suma de los produo 
+os de los elementos de una linea, por sus adjuntos — 
respectivos", 


En símbolos: 
la] = 841 Ay + 850 Aso +... +85, Aj, (para la fi 
la 1). 


Basta fijarse en que cada término del desarrollo 
tiene un factor y solo uno de la fila i, y aplicar la 
propiedad 10. 


12) La suma de los productos de los elementos de -- 
una línea, por los adjuntos de los elementos de una 1i 
nea paralela es cero," 


Por ejemplo, para filas, se escribe asi esta pro- 
piedad: 


e Á, +a 


+2: ? 


a E =0 


81 jn 

En efecto el 1% miembro es el desarrollo del de- 
terminante que se obtiene a partir de JA| quitándole 
la fija ¡y sustituyendola por la fila i sin alterar - 
el resto. El determinante obtenido es nulo por tener - 
dos filas iguales. 


13) Desarrollo por menores complementarios. 


Al determinante de la matríz formada por los elemen 
tos de A que pertenecen a las filas is, iprerorip y 


a las columas J,» do» ...3, Se le llama menor de - 


" orden r de A, y se representa por $. El menor de or-- 
den n-r cuyos elementos se encuentran en las filas - 
distintas de las i,, 15) ...s 3, y en las columnas ” 
A 
distintas de las 3, da mt i_ se llama menor_com 
Ss; ; , 


= 63 - 
» . : * 
piementario del anterior y se representa por $ S 


La expresión (1? 075 Anas 
= 3 L 1 L ce... j 3 ] j 
y i, 1, + 1 í, + 3, + ja Lo... + de 


se llama adjunto del menor $. 


Un menor se llama principal si está formado por - 
las r primeras filas y las r primeras columnas, 


"El producto de un menor por su adjunto forma par 
te del determinante Jal", 


Sea primero un menor principal 9; en este caso y 
es un número par. 


El producto $, g* es de la forma 


SinF, 3,02 E 


DAS 


en donde la primera suma está extendida a todas las per 
mutaciones de los índices (1, 2, 0... r) y la segunda 
a todas las permutaciones de los índices 

(1 +1, 1 42, ..., n). Un término cualquiera del pro- 


ducto es de la forma 


... 2 


a a A 
210 Md, 


m1: 


441 
(1) P P % 3, 3, ¿de a, A E 


donde figura un factor de cada fila y de cada columna 
de lal. El número 4 ' es tambien el número de in 


los indices de columnas: 


versiones de la permutación de 
luego el término for- 


dy» dos ...<s ins 3241 ...s Jn 


ma parte del desarrollo de JAl- 


Si-el menor $-no es principal, se le lleva a la — 


Posición de principal mediante los oportunos cambios — 


e 


de filas y de columas. Su menor complementario - 
se modifica con estos cambios. El número total de Cam 


bios es 
(i,-1) + (i,-2) Lo. t (ir) + (3,-1) Hd 


+ (3,2) =Y-2 


luego el determinante obtenido es 
* 
ER la] = $.Ó to... , Oo.sea 
* 
lal=0. (a. d ... y 


Todo determinante es igual a la suma de los pro-- 
ductos obtenidos multiplicando todos los menores de or 
den r que se pueden formar con r lineas paralelas, por 
sus adjuntos respectivos. 


En efecto, en virtud de la propiedad acabada de - 
citar, todos los términos obtenidos pertenecen al des- 
arrollo de [A]; como todos ellos son evidentemente dis 
tintos, basta contar su número para ver que es n! 


Con r líneas se pueden obtener (7 menores; ca- 


da uno de ellos tiene r! sumandos; el menor complemen- 
tario de un menor de orden r tiene (n-r)!  sumandos.- 


Luego el «-número total de términos que se obtendrán es 


(7) . (n- 5)! rt =p! 


Producto de determinantes.— 


Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden 
n.» Según el teorema anterior el producto |A| +. [B| - 


se puede escribir en forma de determinante de orden -- 
2 n: 


' 

oq. doy... Eo, ¡0 O 2... 0 

la] - 13] =|: 

. 1 

8,1 no... an 10 O rs... O 

O A 

J] 

—-1 0 ... 0 a bro .. Bin 
07 “Sh a 107 q boss Boo e a 
NS: > e : 
S : ds : 

1 . 
10) 0 ... -1 Pa: no .. ñ 


Se puede transformar este determinante del siguiente -— 
modo: A la fila i siendo 1<ig¿n se le suma la fi- 
la n41 multiplicada por 2,7) la n+2 multiplicada por 


Gp» €tco y la fila 2n multiplicada por a, 3 haciendo 


esto para i= 1, 2, ».., N93 Y llamando 








= ... » b. 
ij 24 E ¿2 aso Das ¿ + Bin nj resulta el de 
terminante 
0 0... 0(Cyq Cayo =- Cqp 
0 0..0 E D9 .* Com z á A 
. . . e 11 q9.*s 
la] - [B| = . . e. |. 
as oler: C21 Cop ..l 
** 21 %n1 “n2** “nnj ll. e , 
E A O (E E a . 
Al 07 01814 Pas on > : 
0-1... 0 dat b22 ** “2n C C C 
e . n1 n2 
e Lo 
. . Wa Y 
0" O al a: Bro Ban . (1) 


siendo V=n4+ 11424 .. +n24(n47) 4 (n2) + ... 4 


In 


129) 
5 


5 
5 
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. Q 
+ (nin) =n+n.n+2= n(n41) 4 2=2 Obsérvese . 
que el determinante:cuyos elementos son ij nO €s otro 


que el determinante de la matriz producto A.B, 
Luego en definitiva JA| . |B]= |A.B] 
6. Matriz inversa de una matriz cuadrada. 


Dada la matriz A de orden n se llama matriz inver 
sa de la misma a una matriz que designaremos por A=i 
tal que su producto por la matriz dada sea la matriz _ 
unidad. 


En primer lugar, debe ser la). part = 1, lue. 
go para que la matriz A tenga matriz inversa es necesa 
rio que Jajf O (matriz no singular). 


Es inmediato comprobar que si se cumple dicha con 
ps la matriz cuyo elemento genérico es 


A Ay 

la] 
la. En efecto, en virtud de las cd pro 110 y— 
(12) de los determinantes resulta 14.p” Yala” | 0 1. 


Una matriz A no singular tiene una sola matriz re 
cíproca, porque si una matriz X es tal que 4A.X= 1, 
Pa eS a'la izquierda por A“ se obtiene 


» (A.X) = A sl »» 0 bien Cu por lo 


cual I.X= A 5 y finalmente X= qn 


siendo Asi el adjunto de Si calculado en 


Los resultados que hasta ahdra se han expresado - 


permiten enunciar: El conjunto dé todas las matrices - 
cuadradas de orden n ouyo determinante es distinto de 
O o A A TA 


cero forman un grupo multiplicativo, no conmu ta tivo. 
Propiedades inmediatas de las matrices inversas: 


1 
DAA O dara 


es decir la matriz inversa de un producto es el produ£ 


ba 


to de las matrices inversas tomadas en orden contra— 
rio. En efecto multiplicando a la izquierda por A.B se 


tiene 


(Bl a a 


= A = Lar”? = TI 


7. Regla de Cramer. 


Consideremos un sistema de ecuaciones lineales de 
la forma 


x, + 2,0 xo tt... + 84n E k; 


La ka lo *n 7 ko 


en donde los a. y los k; son números y las x, Son las 
incognitas. A 

Con notación matricial si llamamos 
X= (%,) Xoy 00.9 Xp) 9 E“ (Xy) Ko, 0.., k,), el - 


y ; e 
sistema se escribe asi: 





Xy k; 

a 

En E 

O abreviadamente A. Xx? =K, 
Se llama solución del sistema a toda matriz colum 


p x 
4 
na Po que sustituída en lugar de la matriz ES ve 
x 


En n 


Tifica el sistema, es decir convierte las ecuaciones - 
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en igualdades. 


Por el momento nos ocuparemos exclusivamente de _ 
aquellos sistemas en los que m= n yalemas la] 40. 


Multiplicando a la izquierda en la igualdad matri 

' se obtiene 

E AyyEy + AyyKo + 2.9. +A 
n 


k 
x= A ep 212 aia 


cial por A 


Esta fórmula da la solución única del sistema; los val 
. 5d . . . mm 
res de las incognitas se pueden escribir asi: 


Xq 249 *** “y 244 Ej +.» 84, 
ko 209 ... Ao 207 ko ... Ao 
2d | En amo... A E 81 Ko ... da 
Ñ [A] ») Xo= A A 
843 ... ini k, 
y .... 2,n21 ko 


en * al 


cuyo resultado constituye la regla de Cramer. El deter 
minante que figura como numerador en la expresión que 


E E 


da X¿» Se obtiene a partir del determinante 14] del — 


sistema, sustituyendo la columna i por la de términos 
independientes. 


Notas Al final de estos apuntes, se harán figurar como 
apendice, dos cuestiones: Multiplicación tenso— 
rial de vectores y multiplicación exterior de — 
vectores, que figuran dentro del tema 4 en el -— 
Cuestionario oficial, pero que nos parece conve- 
niente aplazar su exposición, por no ser indis— 
pensable para el estudio de los temas siguientes. 
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Tema )»- ITA DE_ROUCHE — FROBENIUS.- ELIMINACION — 


1. Dimension de una variedad lineal. Rango de una ma— 
triz. 

Se presenta con frecuencia el problema de recono- 

cer la independencia lineal de un conjunto de vectores. 


Supongamos por ejemplo que tenemos una _yariedad lí 
neal L en un espacio vectorial V, Sea (L,> o) ...2 
una base de V y sea S= (X,> Xo> ES 2) un sistema 
de generadores de la variedad lineal L. Se trata de -— 
averiguar cuantos de los vectores de S, son linealmen- 
te independientes. 


—> 


: . 4 >. y 1 — 
Si se tienes X= 24%y 2,91) + ... + a,,U, 
li = 1, 2, ..., m) el problema se resuelve mediante la 
consideración de la matriz 


273 a79 ... 24n 
207 doo ... 20 


p e... 
y 


— 
de las coordenadas de los vectores X,+ 


Se llama rango oO característica de una matriz al 
número que indica el orden de los determinantes de or- 
den máximo, no nulos, de la matriz M. Si el rango es r 
un menor de orden r, no nulo, se llama menor principal. 

Vamos a demostrar que la dimensión o rango de L — 
coincide con el rango de Ma 

En efecto supongamos que r es la característica - 
de M y sea 


una submatriz de orden r de M, cuyó Aer ate no sea 
cero es decir JA| Z O. , 

En virtud de la regla de Cramer podremos determi. 
nar los números (A.y> Ago» -*.> Agp) tales que yg 
rifiguen el sistemas 


847 Agi + 391 Ago toro + Ag 7 81) (1) 
a asa donde 

A Ed E s = 14, r42 

217 Aci * 29 A o > eo +. NENE y... M : 


por ser Ja] 0. 


Pero en virtud de la hipótesis cualquier determi- 
t A s 
nante de orden r41 es nuloj en simbolos, se verifica 


qq en e 


a, a, =9 
11 *** “rr *m 

81 *** Bn st 
para r+1£s%én ,, 1£t<n. 


Si se resta de la última fila, la primera multipl 
cada por As1> la segunda multiplicada por Ao etc. 


y finalmente la penúltima multiplicada por Asno resul 


ta un determinante en cuya última fila aparecen ceros 

(por las ecuaciones del sistema (1)), salvo en el últi 

mo lugar donde se obtiene 0) 
3 


4 (274 As + as, Ao 0... +a,, 00) 


El desarrollo de ese determinante por los elementos de 


LS 


su última fila es el producto del elemento citado (33: 
por lal o sea que debe ser 


[2ss 7 (B14 Agi +0. +8, Ala A] = 0 

lo que obliga a que el elemento (3) sea nulo, o bien 
9t 7 14 As: id 04 Aso +... +8 rt de 

para 1£tg£n lo que puede escribirse así: 


2, = Ay YX + Ago x xo +... +A, (4) 


G=r3+1, 142, ..., m) 
y ésto "prueba que los vectores Xo14) a == dependen 
linealmente de xy» Zo» ... xo* Estos r vectores son — 


linealmente independientes, pues de lo contrario una — 
de las filas de A, sería combinación lineal de las res 
tantes, cosa _imposible por ser lal É O. Recíprocamente 
si res el máximo número de vectores linealmente inde-— 
pendientes del conjunto S, será también Ir la caracte— 
ris tica de M, pues si fuera distinta de r, también se- 
ría distinto de r, en virtud del teorema directo, el - 
número de vectores linealmente independientes contra — 
la hipótesis. 


2. Cálculo del rang0. 

La demostración del teorema anterior proporciona 
un medio de deducir si una fila de una matriz es combi 
nación lineal de otras varias. Supongamos un determi— 
nante menor JA] de orden r que sea distinto de cero. 
Si lo amplíamos con la fila . s y cada una de las colunm- 
nas de la matriz, y ocurre que todos estos determinan- 
tes de orden r+1 son núlos, puede afirmarse que la fi- 
la s es combinación lineal de las r filas que figuran 
en Tal. 

En efecto, basta repetir la demostración partien= 
do del determinante (2) considerando que ahora s es el 


eS 


Índice de la fila elegida para ampliar [A]. 


El cálculo del rango, se facilita mucho con el yy 
guiente teoremas Si a una matriz se le agrega o SupriZ 
me una fila, que es combinacion lineal de las restan 
tes, la caracteristica no varias 

Sea por ejemplo una matriz M de característica y 
y formemos otra matriz M' añadiendo a M una fila combi 
nación lineal de varias filas de M. Vamos a comprobar” 
que todo menor de [pr] ae orden r+1 es nulo. 


Los únicos menores |A'|] de orden r + 1 que no fi. 
guran en M son los que tienen:r filas de M y la nueva 
fila añadida. Si todos los menores de orden rI formados 
con dichas r filas de M son nulos, también será 
[41] =0 (basta desarrollar por los elementos de la . 
nueva fila). Si entre los menores de orden r hay algu 
no aL 4 0 (menor principal en M), entonces siendo — 
por. hipotesis la nueva fila combinación lineal de van. 
rias filas de M y éstas a su vez combinaciones linea— 
les de las r filas que componen [A|, será también la - 
nueva fila combinación lineal de dichas r filas de lA] 
(consecuencia de la propiedad (d) de la página 40) con 
lo cual LA] será cero. Siendó nulos todos los menores 
de orden r + 1 de M' su rango es TI. 


Si en M se suprime una fila combinación lineal de 
otras varias, la matriz resultante también tiene de ca 
racteristica Ty, pues si fuera distinta por ejemplo — 
r; FA 1, añadiendo dicha fila, la matriz M obtenida ten 


£ . 
dría característica r, Contra lo supuesto, 
El teorema es válido asimismo para columnas. 


Según este teorema hallado un menor JA| %0 de - 
orden r, se le amplía con una nueva fila y cada una de 
las columas restantes. Si todos.estos determinantes - 
de orden r + 1 son nulos, la nueva fila empleada es — 
combinación lineal de las restantes y puede suprimirsé 
Puede ocurrir que alguno de los menores de orden r+l 


= 4 e 
t 


157] 


sea distinto de ceroz en ese caso el rango es TI 11 
al menos. 


Siguiendo este procedimiento o bien se van supri- 
miendo filas o se van descubriendo menores no nulos cu 
yo orden es cada vez mayor. En cualquier caso el proce 
so es limitado. 


Ejemplo: Calcular la característica o rango de la 
matriz, 


E A 3 4 2 
e e Y 2 3 
e al 2 1 16 0 
“o 3 6 14 5 


U-7 8 -.3 -18 -2 4 


Se suele empezar buscando un menor de orden 2,que 
sea distinto de cero. 


2  -1 
--1 =2 


Ampliando este menor con la 32 fila y cada una de 
las columas restantes, se obtienen los menores 


FO 


Sea por ejemplo 








2 -—1 0 2 -1 3 2 -1 4 
1 -2 1tf=o | 1 -2 4|=0| 1 -2 -2|[=0 
A 1 ? bh  -1 -1 4 -—1 -16 

e cule 8 

1 -2 3|=0 

4  —1 O 


¿25 : 22 : 

Esto significa que la 3% fila combinacion lineal 

de las dos primeras, y puede suprimirse sin alterar el 
Tango. Se amplía a continuacion el menor 

2 1 


A a con la 42 fila y caca una de las columas 








16 


er 
restantes. Se obtienen cuatro menores de 3— orden que 
también son nulos (compruébese). Esto significa que Te 
4% fila también es combinación lineal de las dos Prime 
rase 2 1 $ 


e 
Finalmente se amplia el menor . con la. 








e 
52 fila y cada una de las columas restantes. Se ob 
nen cuatro menores de 32 orden; uno de ellos 


2 -1 2 
1 -2 3|%0 Esto significa que el rango es 3. 
7 8 4 


tie 


3. Sistemas de ecuaciones lineales. Teorema de Rouché, 
2istemas de ecusciones 1ine9es. leorema de touche 
Frobenius. 


Resuelto ya por la regla de Cramer el sistema de 
2 -. . 
ecuaciones lineales mas sencillo, consideremos ahora - 
. » . . 
el sistema mas general de ecuaciones lineales 


14% + a/0to + ... + 84nn = Cy 
204Xy + ayoto +... + on En C, (5) 


14 Y Apot) + e. +a x =C 


. Se trata de determinar las condiciones para que - 
tenga solucion y caso afirmativo encontrarlas todas. 
Consideremos las dos matrices 


23 “0 ..o. 24 


qe 


n o a SA 
M=] ”* Msj? 
m1 2 0 A nt mo e San ) 


La condición necesaria y suficiente para que el - 


== ll - 


sistema tenga solución es que rango M = rango M! = 
= Te 


Si r coincide con el número n de incógnitas la so 
Pd gd » . pr $ n pN ezA 
lucion es unica. Si r<n hay infinitas soluciones que 


se obtienen dando valores arbitrarios a Nn=-r incogni-— 
tas llamadas no principales. 


En efecto; para demostrar que la condición es nece 
saria admitamos que el sistema (5) tiene solución; el 


vector T= 04» Co) ++. 0,) es combinación lineal de 
> 

los vectores az (a73> Anja ... m3) donde 

(i - 1, 2, ... n). 


Por tanto en la matriz M*' la última columa es -= 
combinación lineal de las anteriores, luego rango M = 
= rango M', 


Reciprocamentez Sea rango M = rango M' =r y -— 
busquemos un menor principal de orden r, supongamos que 


8,3 810 ... y 


es l. FO El sistema (5) es — 
5 equivalente a este — 
a a otro 


11 “po +... rr 


L . et 
E os Sl SA EI, 


ti 
o 


AP he ed Et 49 pde «ta, , x=0c 


Para verlo basta considerar que las filas TI+41, ..., m 
de M y M' son combinación lineal de las r primeras,lue 
go las correspondientes ecuaciones son consecuencia de 
las r primeras, por lo cual toda solucion del sistema 
(6) To es también del (5). 


El sistema (6) se puede escribir asíz 
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24qXqho..+a,,E, = 21784 941 Fp417 ..o- “410 
A A A ae (7) 
q Xq ho o «tap E a Co 1417 +... nin 


Las incógnitas que aparecen en el segundo miembro 
se llaman no principales y pueden recibir valores arbi 
trarios. Para cada sisteme de valores atribuídos a os 
incógnitas mo principales el sistema (7) tiene solu. . 
ción única, que se puede obtener por la regla de Cra. 
mer. 


Cuando todas las oy (1 = 2 «n) son nulas el 


sistema se llama homogéneo y tiene la forma general 


a44Xy + ayoto +... + 2410 n 3 0 
Sono ---- (8) 
aji +a,x +oo.ra xx =0 


Todo sistema homogéneo tiene la solución evidente 
(0,0, +... 0). Interesa, por tanto, averiguar si existe 
solución distinta de la anterior. Puede observarse en 
primer lugar que si los números (P4> Dor +... P,,) E 


constituyen una solución, también lo es 
(Apy> ADo» ads Ap,) cualquiera que sea Á . Todas 


estas soluciones proporcionales entre sÍ se consideran 

, . 2 +» . 
como 'una sola solucion, El teorema de Rouche aplicado 
a los sistemas homogéneos se enuncia así: 


La condición necesaria y suficiente para que el - 
sistema homogéneo posea solucion, es que la caracterís 
tica de la matriz M de sus coeficientes sea inferior - 
al numero de incognitas. 


En particular si el sistema tiene igual número de 
n de ecuaciones que de incógnitas, la condición necesa 
ria y suficiente para la existencia de solucion es la 
anulación del determinante de los coeficientes. 
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En este caso el valor máximo de r es n-1, y cuan 
do r=n-“ 1 la solución única está formada por nume 


ros proporcionales a los determinantes. s 


eo, 213 ...o 84, 


Bs 243 ... 4 
e. o, 203 ... “5 y...» (-1 yal . 
a 


41 810 ... 4 m1 
0, 80 e... 22,01 
a 


n1,1 n1,2 *** n1,n-1 
obtenidos suprimiendo en la matriz del sistema la co— 
luma 18, la 22%, ..., la enesima y a los cuales se ante 
ponen alternativamente los signos + y-. 
La justificación es consecuencia inmediata de la 

Tegla de Cramer» 
4. Ecuaciónes paramétricas de una variedad lineal. Eli 

minacion de los parametros. 
En el tema 32 hemos ya indicado que si 


S = (> 35» ..., 37.) es un sistema de generadores de 
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la variedad lineal L, la condición necesaria y sufi. _ 
ciente para que un NG CiOn X pertenezca a L es que exig 
tan los números A» Mor eds A, de K tales que “ 


o A, 37 (9) 


Por esto se dice que (9) es la ecuación Pparamé tri 
ga de la variedad lineal L, 
Cuendo los r vectores de S son- linealmente inde— 
pendientes, la ecuación (9) de ] L se llama ecuación re. 
<suacion re- 
ducida o normal de L, 
si los vectores de $S-= (24) 25» ...o, a.) no son 
linealmente independientes para obtener la ecuación Te 
ducida basta hallar aquellos de entre ellos que sean - 


linealmente independientes; si por ejemplo los vecto=. 
res 27) 5) ».», 2, son linealmente independientes 


y todos los restantes dependen linealmente de ellos,la 
ecuación de L será 


—e > —> —» 
x= P1? + Pots + ... + pos (10) 
Volviendo a la ecuación (9) si 


—> q 
Yayo Var +... 1d, es una base del espacio vecto— 
V y si se tiene que 


=> — — rá 
X= XVy XV A... + V, (10) 
por otra parte 


y 
— —» me -—» 
: = 244V4 + a49Vo +... + Sn Vp | 


—> 
a 


F 


a el (11) 


ny 
ñ 
p 


= 8l = 


sustituyendo estos valores en la ecuación (9) y compa- 
rando con (10) se obtiene el sistema 


X, = 8,y Ay + a, Ao to. task, 
xo = 8191 + 229hko + +. +2, A, 
A A NI o (12) 
x, * 247 Ay l 20, Ao do... t Bon Ay 


sistema que contiene las ecuaciones parametricas de la 
variedad L. 


Se pueden escribir de otra manera las ecuaciones 
de una variedad lineal L, partiendo del sistema (12),- 
mediante el proceso llamedo de eliminación de los pará 
metros A. Esto se logra por ejemplo considerando r de 
las ecuaciones del sistema (12), que permiten calcular 
My» Ao» es Apo valores que sustituldos en las n=r - 


ecuaciones restantes, dan otras tantas relaciones li— 
neales entre las componentes de cada vector de una va- 
riedad lineal de dimensión r. Estas ecuaciones serán — 
de la forma 


sistema de ecuaciones no paramétricas de la variedad -— 


lineal L. 


Recíprocamente el sistema (13) se puede resolver 


expresando,por ejemplo, las incognitas X¿1Xo10 0» 9X, 


en función de las r restantes. Estas r restantes se —- 
pueden escribir como combinaciones arbitrarias de unos 


parámetros Xy» Ao» cs Ano y entonces se calculan 
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las incógnitas Xq1 Xoy «+». Xy, en función de dicnos 


parámetros, obteniéndose las ecuaciones paramétricas 
análogas a las del sistema (12). 


a a o 


2 


Tema 6.- PROBLEMAS LINEALES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO 


EUCLIDEO. 
1. Relación enire el plano vectorial y el plano euclí— 


de0. Coordenadas cartesianas en el plano euclídeo. 


za el tema (3) se ha tratado de los vectores li-- 
bres en el espacio «T:.":."io señalando la corresponden 
cia biunivoca exisien ve entre los vectores libres y — 
las ternas de números reales dados en un cierto orden, 


De manera analoga, para estudiar los vectores li- 
bres del plano podemos considerar un sistema de refe— 
rencia en el plano, es decir un punto O llamado origen 
de coordenadas y dos vectores libres Y y us que no — 


sean de la misma direc- 
ción, llamados vectores 
unitarios. Sus represen 
tantes que pasen por 0 
determinan dos rectas -— 
que llamaremos _ejes — 

coordenados x € y. Dado 
un vector libre V y to- 
mando su representante 

que pase por O proyecte 
mos OP sobre los ejes — 
coordenadas obteniendo dos_yectores libres cuyos repre 
sentantes respectivos son 04 y OB. En el eje x el vec- 
tor UY, permite considerar un sistema de abscisas, con 

respecto al cual al vector _0A le corresponde un número 
X. Análogamente al vector OB le corresponde un número 


Yo 





Resulta por tánto que a todo vector Y se le puede 
hacer corresponder un per de números reales (x, Y) que 
se llaman respectivamente abscisa y ordenada del punto 
P. Reciprocamente fijado un par de números reales (x,y) 
se determina -univocamente un vector libre, del cual el 
vector OB es un representante. 
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Se llama plano euclideo al conjunto de todas las 
pare jas de números reales dados en un cierto orden. Ca 
da pareja representa un punto de dicho plano, 


2. Cambio de sistema de referencia. 
—r — — —» 
Sean R= (0, uy) uo) y R'=(0!, U¡» us) dos 


sistemas de coordenadas; se trata de hallar las coorde 
nadas (x,y) de un punto P en el primer sistema conoci. 
das las coordenadas (x',y') con relación al segundo . 
sistema de referencia y reciprocamente. 


Necesitamos_conocer como datos, las expresiones . 
de los vectores u;, uz respecto de la base formada por 


e —> e —» 
u, y Us, asi como las componentes del vector 00! co. - 


rrespondiente al nuevo origen. 
— e 
+ a,7u 


Sea por tanto 274% 42% (1) 


ad Ed 


2744 + asous 


y también 00! = Xu, 18% (2) 





Bn 


— > 5 — 
Como OP = 00' 4 0'P y por otra parte se tiene 


pe E (3) resulta: 


+ y (87% + 29915) O bien (x-X-a,,x! - a,,y')u,t 
11 21 1 
— PP 4 
+ (y -P - did dos y')u, = O y por la independen 
cia lineal de Uy Y U) se deduce que sus respectivos —— 


coeficientes deben ser cero, obteniéndose las fórmulas 
de transformacion de coordenadas: 


x=*+a,, X' +20 y" 
J=ptraor + aso y' 


que con notación matricial se escriben mediante la ecua 
cion 


(4) 


a t 
A A A 
t 
y |=[ajo 200 P ely (5) 
1 0 0 1 1 


El determinante de la matriz de la transformación 


ar19 “o Pp (6) 


0 o) 1 


es distinto de cero porque se reduce a 
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Sa 82 

FO por la independencia lineal de los 
dq Bas 

—> — 
vectores u; y us. 

Si multiplicamos a la izquierda, en la ecuación - 

matricial (5), por la matriz inversa de la de transfor 
mación se obtiene: 


-1 

nd A Be el E 

y i= [e *e pl Y (7) 
1 o. 0. 71 1 


fórmula que resuelve el problema ¿nverso. 
3. Ecuación de la recta 
Si X es un punto del eje x, los vectores OX yu, 


están sobre la misma recta luego se debe tener ] 
OX = x = siendo x un número (absoisa de ad: Escri- - 


biendo la igualdad anterior asi: OX = x a, + 0.u re- 


sulta que (x,0) son las coordenadas de 2 Reciproca- 
mente E un qeaso Xx ano de coordenadas (x,0) será 


OX = x a, + 0. «Us = X a luego el vector OX pertenece 
al eje Xo 


En resumen: la condición necesaria y suficiente - 
para que un punto pertenezca al eje x es que su segun 
da coordenada sea ceroz y = 0. Diremos por tanto que 
y = O es la ecuación del eje x. De manera análoga se 
ve que la ecuación del eje yes x= 0. 


si res una recta cualsuiera, para obtener su -- 
ecuación , hay que hallar la condición necesaria y sufi- 
ciente para que un punto X(x,y) pertenezca a la recta» 


Ey E 


Para ello consideremos un sistema de referencia - 
R! formado por dos vectores: ul situado sobre Tr y otro 
us cualquiera. Sean (x',y') las coordenadas de X res-- 


pecto de R'. Según se ha visto antés «la condición nece 


saria y suficiente para que XéÉr es que y! = 0. Pe 
ro de la ecuacion matricial (7) se deduce que 
yJr"=axt+byz+c siendo abyes los elementos de - 


la segunda fila de la matriz que allí aparece. 


Por tanto ax + by+c«=0 (8) expresa la condi— 
ción necesaria y suficiente para que el punto (x,y) es 
te en la recta r y se dice por ello que es la ecuación 
de la recta. 


4. Problemas lineales en el plano euclideo. 

a) Un punto y una recta se llaman incidentes si la 
recta pasa por el punto. Si la ecuacion de la recta es 
ax+by4c=0 y el punto es P(xy> y 4) la condi- - 


ción de incidencia, según se ha visto, es 
ax, + by, +c=0 (9). 


Si esta ecuación se resta de la (8) se obtiene 


alx=x,) + b(y-3,) = 0 (10) 


que representa el conjunto de las rectas del plano que 
pasan por el punto P, que se llama haz de rectas de — 
vértice P. Podemos decir que (10) es la ecuacion del - 
haz de rectas de vértice en el punto (x,9Y4)+ 


b) Recta que pasa por dos puntos P(x4934) y 
Uxor yo). 
Las rectas del haz de vértice P tienen por ecua— 
ción alx - x4) + b(y - y4) = 0. 


Para que una de ellas sea incidente con Q deberán 
cumplir la condición a(xp - x,) + b(yo - 4) = 0 


2 - — . Sustituyendo estos valores 


O sea == 
1 e 
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en (10) resulta la ecuación buscada: 
(x - x,). (Yo — y4) = (y - y1) > (xo — x4) = 0 que - 
se puede escribir en formas diversas: 

Ei = En y —= Yy 


== 5h (11) 
Fo 7" YX4 Ya” Y; 


o también 
x y 1 
Xy Yy 1|=0 (12) 
xo Yo 1 


c) Condición para que tres puntos estén alineados. 
Para que los puntos P(xy> 4)» Q(x> ñ Yo) y 
R(x3> y3) estén alineados debe existir una recta 


ax+by+c=0 incidente con ellos, es decir deben - 
existir tres numeros, no. todos nulos, tales que se ve- 
rifiquen las tres: ecuaciones siguientes: 


aX, + by, +o=0 
axz + by +0 =0 (13) 
aX y: + byy + c=0 


en donde las incógnitas son a, b y ec; la condición ne 
cesaria y suficiente para que este sistema homogéneo - 
tenga solución es que sea nulo el determinante del sis 
tema: : 


yy 1|=0 (14) 
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Esta es, por tanto, la condición buscada. 
d) Intersección de dos rectas. 
Para hallar los puntos incidentes con dos rectas 

de ecuaciones 

ax + bytco= 0 
(15). 

ax L bly4c!=0 

basta resolver el sistema (15). 


El teorema de Rouché-Frobenius permite estudiar -— 
los diversos casos posibles. Sean 
a b a  b G 


M = bt a! b! q! 


la matriz de coeficientes y la matriz ampliada. 


12) Si rango (M) = rango (N) = 2, la solución del 
sistema es única: hay un solo punto común y las rectas 


se cortan. 

2) Si rango (M) =-1 y rango (N) = 2 es decir 
si *-. =— HZ, (16) el sistema (15) no tiene 
solución, _Y por tanto las dos rectas no tienen ningún 
punto común, y como están en un plano serán paralelas; 


la igualdad + - + es por tanto la condición de = 


paralelismo de rectas.. 


u 


32) Si rango (M) = rango (N) = 1 es decir si 
infinitos puntos comunes a ambas 


rectas, que son los puntos de una de ellas; es decir : 
las dos rectas coinciden. 
e) Posiciones relativas de tres rectas del plano. : 


Sean las tres rectas 
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ax + by+c=0 


atx+bly+c'=0 (17) 
ax + by + 0 = 
Sean 
a  b a b «ce 
M=l|a'! b! y N=[|a! b' c' 
an bu an y" qn 


la matriz de coeficientes y la matriz ampliada. 


Los casos que pueden presentarse los resumimos a 
continuación: 


12) Si rango (M) = 2 y rango (N) = 3 ; no hay pm 
to común a las tres rectas que por tanto formarán tri- 
ángulo (o bien dos serán paralelas y la 3% las cortará). 


22) Si rango (M) = rango (N) = 2, el sistema (17) 
tiene solución única, las tres rectas tienen un punto 
común y se dice que pertenecen a un haz de rectas, en 
este caso -una de las ecuaciones es combinación de las 
otras dos. 


32) Si rango (M) = 1 3 rango (N) = 2, el sistema 
(17) no tiene solución, las tres rectas son paralelas 
entre sí, 


42) Si rango (M) = rango (N) = 1, las tres rectas 
coinciden, por ser todos sus puntos de intersección. 


5. Coordenadas cartesianas en el espacio euclideo tri- 
dimensional. 


Con razonamientos completamente análogos a los he 
chos en el caso del plano, se puede establecer _que, da 


do un sistema de referencia  R Ae Ups uz up foz 


mado por un punto O y tres vectores uy, Up) a tales 
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que sus tres representantes que pasen por O, no sean — 
coplanarios se puede establecer una correspondencia bi 
unívoca entre los vectores libres del espacio y las — 
ternas de números reales (x, y, 2). 


Dado un vector Y y considerando el representante 
OV que pasa por O, se dice que (x, y,.z) son las coor— 
denadas certosiónas del punto V. Las rectas _que pasan— 
do por O contienen vectores equipolentes a Uy» uo» u, 


se llaman ejes coordenados 0X, OY, OZ respectivamente. 
Cambio de sistema de referencia 

Se trata de encm 
trar las relaciones 
que existen entre — 
las coordenadas - 
(xs y, 2) de un pun 
to P con relación a 
un sistema de refe- 
rencia. 


r[ o, Uy» Us uy] , 
y sus coordenadas 
(x', y!', 2*) con re 
lación al Libia 
rfo: , ul, ul, =3]. 
Son datos en este problema el vector 

001 = añ; + bus + cuz y los vectores del nuevo sistem 


expresados mediante el antiguo es decir 





rd. — — 
uu, = 2,1 a, ajo ta 4 
y —» 
UL = 29 Uy + Ap 97 y 0 (18) 
7 e a + vid 
uy = 837 uy, + 230 Us 233 E 
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— A sie 
Observando que OP = 00! +4 0'P,, se tienes 
xu, 4 yu + zu; = au, + bu, + cuz + al + yluz 4 atu] 
y en virtud de (18) y como us» um» y a cons tituyen una 
base del espacio tridimensional resulta 


x= a + ayy x! + 204 y: + 831 z! 

y=b+aj, x' + 250 y' + 830 z" (19) 
= t t y 

z=c+ 213 YX + 203 Y + 233 z 


Estas fórmulas de transformación pueden escribirse con 
notación matricial así: 


t 
x 247 207 ayy a Xx 
y a a a b y' 
E 12 22 32 A (20) 
t 
E ua “es. 539 Ñ 
1 0 0 0 1 1 


o bien llamando T a la matriz de la transformación: 
x x' 
1 
Y |. 97 (21) 
Z 
1 1 


Si se multiplica a la izquierda por qu! se obtiene 
x! fx 


(a E 
0 LE (22) 
z! z 
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Puede observarse que 


+1 *a *1 
[7] => ds 230 
a 


que es distinto de cero por ser linealmente indepen- - 
dientes los vectores: a, uz) Uy» 


3 
Ecuación del plano y ecuaciones de la recta. 


En primer lugar todo punto O'del plano OXY es tal 


que 00! = x u; + y mn luego su tercera coordenada es 


cero. Reciprocamente si el vector 00' tiene su tercera 
componente nula el punto O' está en el plano OXYz lue- 
go la condición necesaria y suficiente para que un pun 
to esté en el plano OXY es que sea Z= O. 


Si ahora tenemos un plano T cualquiera se puede -— 
considerar un nuevo sistema de referencia R' tal que — 
O'X'Y* coincida con el plano dado JT. 


Entonces según se ha dicho, la ecuación del plano 
TNT, en el sistema R' será, z!' = O, pero en virtud de - 
(22), esta condición se puede escribir así 
ar+by+cz+d=0 (23) donde a, db, CS, d son 
los elementos de la tercera fila de la matriz T-1. La 
ecuación (23) es par tanto la ecuación del plano JT. 


Definiendo la recta como conjunto de puntos inci- 
dentes con dos planos, las coordenadas de sus puntos — 
satisfarán las ecuaciones de ambos planos, es decir 

ax +by+4cz4d=0 
(24) 


aX + b,y + 0,2 1 a, =0 


son las ecuaciones de una recta. 


= 0 


Casos particulares interesantes son: 


= = 0 = 
mje 02 1* 7% uj or ]* Eje Ox )Y 
y=0 z=0 z 


" 


Casos particulares de ecuaciones de planos que tie 
nen interés son: Planos que pasan por el "áje OX e 
by + 03 = 0 y análogamente para los planos que pasan 
por 0Y : ax+cz= 0 y por 02; ax + by = O. Los pla 
nos que pasan por el origen son de la forma li 
ax + by + cz = O, 


6. Problemas de incidencia en el espaciO. 


a) Incidencia de un punto y un plano». 


De la ecuación (23), deducimos que la condición - 
para que un punto (x4> Yy> 24) esté en un plano es 
ax; + dy y + cz, +d=0. 


Se llama radiación de planos al conjunto de todos 
los planos del espacio que son incidentes con un punto 
que se llama vértice de la radiación. Si la ecuación - 
(25) la restamos de la (23) se obtiene 
alx - x4) + by - yy) + o(z — 2,) =0 (26) . 


Si en esta ecuación a b y «< reciben todos los va- 
lores numéricos posibles, se obtienen todos los plaxjos 
de la radiación. 


b) Planos incidentes con dos puntos: 
Sean P(xy> Yy> 2,) y QAxo> Jos 2,) dos puntos. 
Si el plano debe ser incidente con ellos debe ser 
ax + by+4ca2+: .=0 
4 2 by, + 02, td=0 
axo + by + ca +d=0 


ax 


Entre estas tres ecuaciones cabe eliminar dos de los - 
cuatro parámetros a, b, cy de 
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Si por ejemplo eliminamos a y b se obtiene 
x y cz +a 


Xy Jj 02, tal] =0 que se puede escribir así: 


Xx y 2 Xx y 1 
elX; Yy 2, +dlxo Y4 1] = 0 (27) 
E a a P 


y que al variar c y d permite obtener todos los planos 
que pasan por P y Q y por tanto por la recta PQ. Todos 


estos planos cons ti tuyen un haz de planos cuya arista 
es la recta PQ. 


c) Recta incidente con dos puntos. 


Si los dos puntos son P(x,Y,24) y Uy 020) el 


vetor PQ = 04 - OP tiene por componentes 


(x Xp) JoYyr 2972 1)» si X(xy2) es un punto cual— 


quiera de la a > el vector PX = OX - OP. tiene 
por componentes (x=x, > YY y) 2-2 ¿)> - Como los vecto— 


_—b — e 


res PQ y PX tienen la misma diteiaba será 
PX=A.P 0 sea, debe cumplirse que 
X=Xxy Y-=Yy 273 


ERA (28) 
a A 





que son las ecuaciones de la recta PQ. Como A es el 
valor común de las tres razones que aparecen en (28) — 
se puede escribir: 


-%- 


x= atbA 
y=e+dáA (29) que se llaman ecuaciones 
Z=fi8A paramétricas de la recta, 


Las tres ecuaciones (29) se pueden escribir con . 
e Pa £ 
notación vectorial asi: 


e LiBA (30) donde 
X = (x,y,2) ,, A = (ayc,f) "yy B= (byd,8) 


La ecuación (30) se llama ecuación vectorial de - 
la recta. 


d) Plano incidente von tres puntose 
Dados tres puntos no alineados 
P= (x,+37924) ,, Qxpr Y pr 20) y R(x35I 3923), 
si un plano Mes incidente con ellos, siendo su ecua— 


ción az + by +coz+d=0 debe cumplirse: 


ax +by tcz +d=0 


2 + by, + c2, +a4=0 


aXo + byo + 02 +4 


ax 


e 


" 


ax, + by y + 027 +ad=0 


En este sistema, en el que las incógnitas, son asb,cy d 
es condición necesaria y suficiente para que sea compa 
tible, que el determinante de coeficientes sea nulojes 
decir: 

] XxX y z 1 


0 (31) 


n 


N 
= 
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ecuacion que representa el plano buscado. 


e) Condición para que cuatro puntos sean coplana-- 
rios. Basta expresar que el cuarto punto es incidente 
con el plano determinado por los otros tres. La condi- 
ción se obtiene, pues, sustituyendo (x, y, 2) en (31) 
por las coordenadas del cuarto punto (Xg> Jy> 24)» con 


lo cual se obtiene (previa una permutación de filas) 


Xy Yy e 1 

X Ya 2 1 

ES ES ES 4 =0 (32) que es la condición 
3 3 3 buscada. 

Xx Ya 4 1 


f) Posiciones relativas de dos planos. 


ax + hby+coatd=0 
Sean los dos planos (33) 
a¿X+b y+o,24d, =0 


Para estudiar sus posiciones relativas basta plantear= 
se el problema de hallar sus puntos comunes, es decir 
de resolver el sistema (33). 


Ello nos lleva a tener que considerar las dos ma- 
trices: 


Los casos que se pueden presentar son los siguien 
tes: 


19) rango (M) = rango (N) = 2. El sistema (33) admi 
te infinitas soluciones que se obtienen expresando dos 
incógnitas principales como funciones lineales de la -— 
X= p22%4q 

tercera: (34), luego los dos planos se - 
y=rz1v1is 

cortan según una recta y las ecuaciones (34) se llaman 
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ecuaciones reducidas de la recta. 


22) rango (M) = 14 rango (N) = 2. En este caso Si 
sistema (33) es incompatible, y al no tener puntos co. 
munes, los planos son parulelos. Las condiciones im. 
puestas equivalen a estas otras: 

a b Cc 4 d 
PP PP —» (35) 
A + 


que son por tanto las condiciones de paralelismo de los 
planos (33), 


32) Si rango (M) = rango (N) = 1, se verifica que 


—= = — - = = + 3 Una de las ecuaciones (33) re. 
1 1 1 1 


sulta de multiplicar la otra por una constante, luego 
ambas son equivalentes, y por tanto representan el mis 
mo plano. 


8) Posiciones relativas de tres planos. 
ax+by+cz3d=0 


Sean los planos a,X + by + c,2 + 8, 


a5x + boy + 092 + d, = 0 
y consideremos las dos matrices; 
a b Cc a b Cc d 
M=la b N = a, b Cy a, 
o OS E la. da da 


Resolvamos el problema de hallar los puntos comu- 
nes a los tres planos. Llamando abreviadamente k a la 
característica O rango de una matriz, se tienen los sl 
guientes casos posibles, 

12) Si k(M) = k(N) = 3, el sistema tiene solucion - 
únicaz los tres planos tienen un solo punto comun, €5 
decir forman un triedro. 
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22) Si k(M) = 2, k(N) = 3 , el sistema no tiene so- 
lución. Ene e significa que hay dos de los -— 
tres planos que se cortan según una recta y el tercer -— 
plano es paralelo a dicha recta. 


32) Si k(M) = 2 ,, k(N) = 2 , el sistema tiene infi- 
nitas soluciones; una de las ecuaciones es combinación 
lineal de las otras dosz3 geometricamente significa que 
dos de los planos se cortan según una recta y el tercer 
plano pasa también por dicha recta, se dice entonces -— 
que los tres planos pertenecen a un haz del cual es -—-— 
arista la recta citada, 


42) Si k(M) = 1 ,, k(N) = 2 , el sistema no tiene so 
lución; _.Seomé tricamente ; los tres planos son paralelos 
entre sí, 


52) Si k(M) = 1 ,, k(N) = 1 , los tres planos coinci 
den. 


Notas Obsérvese que este problema equivale al de hallar 
los puntos de intersección de un plano y una rec- 
ta (dada mediante las ecuaciones de dos planos - 
que pasan por ella). 





Damos aquí por terminado el estudio del tema 6, dejando 
para las clases prácticas el exámen de algunos otros -— 
problemas lineales. 
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Tema 7.- IDEA DE LA PROGRAMACION LINEAL 


1. Semiplanos y regiones convexas en el plano. 


Dada una recta de ecuación axtby+c=0 (1) 
divide al plano en dos regiones llamadas semiplanos. En 
todos los puntos de uno de los semiplanos el primer -—- 
miembro de la ecuación (1) es decir ax+byz+c ad- 
quiere valores numéricos del mismo signo, por ejemplo -— 
positivo, y en los puntos del otro semiplano adquiere -— 
valores de signo negativo. 


Nos limitaremos ahora a señalar esta propiedad y a 
comprobarla en un ejemplo, dejando para el tema siguien 
te su demostracion. 


Sea la recta 
2x-y+1=00,ÉEl - 
semiplano sefialado con 
trazos contiene los -- 
puntos que dan valor -— 
positivo al primer — 
miembro» 


Si la recta no pasa 
por el origen, basta - 
fijarse en el termino 
independiente: si es — 
positivo el semiplanos 
donde se encuentra el 
origen es el de signo 
+; si el término independiente es negativo la conclu- - 
sión es al revés. 





Combinación lineal convexa. 
Sean P, = (x4> y1) Po 5 (xo Yo) ... Pos (Xy Yn) 
n puntos del plano. Dado otro punto P(x,y) se dice que 


es combinación lineal convexa de los puntos P¡, cuando 
se cumple: 
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X= a, x, + ao Xo ld... + an a 


17 (2) 
y = a, Y 4 + ao Yo +... + Sn Y 
siendo 
a, > 10) (i = 1,2, ...<s n) 
+ (3) 


a, +ay+...+a,=1 


4 


Los elementos a, se llaman coeficientes de peso, 


Por ejemplo: el punto P(0,15) es combinación lineal 
convexa de los puntos P,(6, 12) , Pol, 15) y 


Pz(4, 16) con coeficientes de peso 1/6, 1/3, 1/2» 


Un conjunto X de puntos del plano, es convexoysi 
toda combinación lineal convexa de puntos de X, es tan 
bién un punto de X. 


Ejemplos3 El conjunto formado por los puntos del 
plano (xy) tales que Xx + y? <€ 1 es convexo, Tam -— 


bién lo es el conjunto 4 yo £ 1. 


En cambio no lo es el conjunto de puntos tales — 


que 4 ye » 13 en efecto el punto (O, O) es combina 


ción lineal convexa con coeficientes de peso 1/2 y 1/2 
de los puntos (1, 0) y (-1, O) que pertenecen al con— 
junto; el punto (O, O) no pertenece, por el contrario 
al conjunto. 


El propio plano es, evidentemente un conjunto con 
VeXoO. 


Demostraremos que la condición necesaria y sufi-- 
ciente para que un conjunto X sea gonvexo es que toda 
combinación lineal convexa de dos puntos de X sea tam- 
bién un punto de X, 
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En efectoz veamos que la combinación lineal 
a, E, + a, Pa + ay Py con a; YO y a, + as + az” 1 
pertenece a X. Sea al =—p>— (para i= 1, e). 


Se tiene que aj 70 y también que a 
Como P= ay P, + 20 P, + az Pp, = 
= (a, + a.) (a, P, + as P,) + a Py, y por hipotesis -— 
Q= aj P, + as BP, E X, resulta P = (2,+2,) Q+ ay P, 
con lo que queda demostrado lo que nos proponiamos, ya 
que el razonamiento se generaliza sin dificultad para 
cualquier número de puntos. 


Teorema. Si se tiene un segmento PQ, cualquiera - 
de sus puntos puede expresarse como combinacion lineal 
convexa de P y Qe 


Sea R un punto 
del segmento PQ y 
construyamos el vec 
tor OA, diferencia 
de Ó% y OB. 

Para un cierto, 
e tal que 

s A $ N será 

= ob + OB don= 

de 0B = A. 04; por 
tanto 


—o — — —» —» % 
OR = 0B 4 A(04 - 0P) = (1-A) OP +A.0Q lo que,in- 
dica que el punto R es combinación lineal convexa de — 
los puntos P y Q con coeficientes.de peso 1-A y A. 





Recíprocamente, toda combinación lineal convexa — 
de dos puntos P y Q, es también un punto del segmento 
PQ. Basta considerar al revés el razonamiento anterior. 
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Teniendo en cuenta este teorema podemos decir,geo 
métricamente, que un conjunto convexo es aquel que con 
tiene todos los segmentos determinados por dos puntos 
cualesquiera del conjunto. Por ejemplo en la figura re- 
presentamos dos conjuntos (a) y (b) que son convexos y 


dos (ec) y (4) que no lo son 


Oia 


(d) 

En un-conjunto convexo C, se llama punto extremo, 
todo aquel punto de C que no puede expresarse como com 
binación lineal convexa de otros dos puntos de C, dis 
tintos. Conjunto extremal de C es el conjunto de los - 
puntos extremos, Por ejemplo si C es un círculo incluí 
da la circunferencia de su contorno, el conjunto extre 
mal es la propia circunferencia. Si C es un triángulo, 
los puntos extremos son los vértices. El conjunto ex— 
tremal de un conjunto C puede ser vacio; esto ocurre, 
por ejemplo, cuando C es todo el plano, Ú cuando C es 
el círculo de puntos que cumplen x* + yó“<1, 


Se llama cápsula convexa de un conjunto A cualquie 
ra de puntos del plano a la intersección de todos los 
conjuntos convexos de los que Á es un subconjunto, En 
lenguaje intuitivo diremos que la cápsula convexa es - 
el conjunto convexo más pequeño que contiene a A, 


Por ejemplos si A es la circunferencia de puntos 
que cumplen x* + e = 1 su cápsula convexa es el con 
junto x* J ye S$ 1. 


Si A es el conjunto de puntos que cumplen 


2 2 2 
x"+y > 1, la cápsula convexa es todo el plano. 
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Si A es el conjunto de los cuatro puntos (O, 0), 
(0, 1), (1, 0), (1, 1) (vértices de un cuadrado), la - 
cápsula convexa es evidentemente el cuadrado completo 
incluído su contorno, 


Inecuaciones lineales 


Como aplicación de lo expuesto vamos a determinar 
gráficamente los puntos del plano cuyas coordenadas ve 
rifican varias inecuaciones simultáneas, 


Sea por ejemplo el siguiente sistema de cinco ine 
cuaciones: 


x»o0 Si consideramos solamente los signos = 

0 obtenemos en cada caso la ecuación de 

y y una recta; dibujada dicha recta es in- 

x+y »1 mediato determinar el semiplano donde 

se verifica la correspondiente desigual 

xr-y>1 dad. a 
=x+2y:<0 


En la figura se han representado las 
cinco rectas y con una flecha se ha indicado, para cada 
una de ellas el semiplano dorde se cumple la inecuación. 
Finalmente se ha señalado la regió. del plano, cuyos — 
puntos cumplen todas las inecuaciones. Se observa que 
tal región es un conjunto convexo ilimitado cuyo_con=- 
torno está formado por segmentos de las rectas 


O yO 
3 


, 


, que corresponden a las iii 28, 42 
y 2. 


En cambio — 
las inecuacio- 
nes 12 y 32 no 
intervienen en 
la determina--— 
ción de la re- 
gión solución, 





Estos resul 
tados, compro- 
bados en un ca 
so concreto = 
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son ciertos en general; es decir, la solución Para un 
conjunto de desigualdades es una región convexa, 


2. Semiespacios y regiones convexas en el espacio. 


Dado un plano de ecuación ax + by +cz+d=0 (4) 
divide al espacio en dos regiones llamadas semiespaoiog, 
En todos los puntos de cada semiespacio el primer miem. 
bro de (4) adquiere valores de signo constante. 


Por ejemplo el plano 2x + 3 - 42 +5=0 divide 
al espacio en dos semiespaciog. Todos los puntos del se 
miespacio que contiene al origen dan valor numérico po- 
sitivo a la expresión 2x + 3y — 42 + 5. Los puntos del 
otro semiespacio dan valor negativo a la expresión, Tal. 
ocurre por ejemplo con el punto (-1, -2, 1). 


Todo lo que hemos indicado en el caso del plano - 
acerca de los conjuntos convexos se puede extender al - 
espacio. 


Las definiciones de combinación lineal convexa, y 
de conjunto convexo son válidas, por lo que nos limita= 
remos a dar algunos ejemploss 


El punto ES 2, 11) es combinación lineal convexa 
de los ua 2» 6, 9) y (-3, 0, 12) con coeficientes 


de peso —— a y == ; 


El conjunto de puntos cuyas coordenadas cumplen 


E + ye + Ae $ 1, es un conjunto convexoz no lo es cam- 


bio el conjunto xo + ye + ES »l. 
Un tetraedro es un conjunto convexo, sus puntos ex 
tremos son los vértices. 


Si consideramos el conjunto formado por los ocho - 
vértices de un cubo, su cápsula convexa es el propio Cu 
bo incluídas sus caras. 


Mediante las consideraciones anteriores se pueden 
resolver sistemas de inecuaciones lineales en tres va-" 
riables, determinando la región de los puntos que las - 
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verifican, y que es también una región convexa. 


3. Formulación general del problema de la programación 
lineal, 


La frase "programación lineal" significa la reso- 
lución de problemas del tipo siguiente: 


Sea un sistema de ligaduras expresadas así; 


271Xy + a/0X> A nta = b, 

207, + 207 do... ¿+ A = b, (5) 
qa y 

a 4%, + EmoFo Lois En a 


Se trata de encontrar n valores positivos ó nulos que 
atribuidos a las variables pr or +... za satisfagan 


a las m condiciones Ó ligaduras (5) y hagan lo más pe- 
queño posible el valor de una forma lineal dada: 


= 1 + e... + 
C =0,¿X, +0, +o Xx (6) 


Aunque las ligaduras (5) están representadas por 
ecuaciones, nada impide considerar ligaduras en forma 
de inecuación, ya que por ejemplo las inecuaciones 


a; 4 +... +apax So b, 
4% 49 +2 pd E son respectiva- 


a A PA AN E E x_ y bh mente equivalen 
KA %1 ea +2 1 "n7 x tes a las ecua- 
ciones 


ved + 5 x, tit... + “yn + 45 E by 
E A 


donde se han introducido dos nuevas variables An pi Y 


x a las que se exigirá que sean positivas Ú nulas, 
_nyk y a las que se suele llamar variables adicionales. 
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Si el problema propuesto hubiera sido el de hacep 
máximo el valor de una forma lineal dada, puede conver 
tirse en un problema de mínimo considerando la forma = 
(6) cambiada de signoj encontrado el valor mínimo de - 
- C, su opuesto sería el valor máximo de la forma dada 


C. 
No obstante el problema de máximo se puede tratap 


de manera autónoma y por eso se habla de "optimizar" 
cuando se desea indicar que, según los casos, se puede 
tratar de un problema de máximo 6 de mínimo, 


Citaremos algunos problemas, ya famosos en los - 
que la programación lineal ha demostrado su utilidad, 


El primero, en orden cronológico, parece ser el - 
problema del transporte, que se enuncia así: 


=  FExisten n centros de producción Aj» Ass ... A de 
un cierto producto, y m centros de consumo Bi» Bos e 


Br, * Se trata de llevar el producto de los centros de - 
producción a los de consumo, de forma que el coste del 
trasporte sea mínimo, 


Se conoce el precio del transporte de una unidad 
de producto desde A; hasta BL5 lo designaremos por Sip 


Llamaremos Xi el número de unidades de producto que 


se transportan desde A, hasta B, + 


Se trata de hacer mínimo el.valor de la forma li- 


neal y Cn, Xo respetando las ligaduras 
io x 


(para i=1, 2, ... n) 


N 
> 


Xx, 


11 + Yo +... + im 


ú 
= 
7 
mM 
o 
. 
. 
. 
AB 
— 


b, (para k 


a, “Significa el número de unidades de producto que 


Xix + or, +... + nte 


hay eh el centro A, b, significa el número de unida- 


des de producto que se necesitan en B. . 


o 
(Estos datos deberán ser tales que E = 2d 
i k 


Finalmente, los valores de Foto deben ser positivos ó -— 
nulos, Ñ 


Muy ecnocido es también el"problema dietético": Se 
admite que para estar sano y vigoroso hace falta consu 
mir por semana, al menos b, unidades de materias gra— 
sas, b, unidades de proteínas y dy unidades de hidra— 


tos de carbono. Se sabe también que se dispone de di— 
versos alimentos Ay» Ao» ... As tazes que una unidad 
” 


de A contiene es unidades í¿ = 1 , 3) de grasas, — 


e vioata de estable—— 
cer un régimen alimenticio e “ia 2 el gasto total 
mínimo, respetando las prescripoiorss indicadas. Sea — 
S; el precio unitario del acimento A y sea X, el núme 








ro de unidades de A, consumidas por semana. Hay que -— 
elegir los números x,> O de manera que sea mínimo el 
E ¡Ñ j = + ... 
valor de la forma lineal C C4X, + Cox) + 4 Ca Xp? 
respetando las ligadurass: 
LS - ara ¿j= 1, 2, Jo 
A 3 A % Ds ES y A 
i 
Creemos que estos dos ejemplos bastan para tener 
una idea del tipo de cuestiones tan diversas en que — 
puede resultar de utilidad la programación lineal. So” 
lo citaremos que se aplica también a cuestiones de mez 
clas de carburantes, campañas de publicidad, problemas 
diversos de economía de empresas, teoría matemática de 
los juegos, etc. 


Antes de entrar en la exposición, muy breve, de - 
uno de los métodos de cálculo, veamos algunas defini— 
ciones y consideraciones. 


Volviendo al problema general planteado mediante 
(5) y (6) se suele empezar buscando un conjunto de va= 
lores positivos o nulos (Xq X2 +... . que satisfagan 


110 — 


a las ligaduras; a continuación se plantea la cuestión 
de si es posible disminuir el valor de la forma linea] 
€, reemplazando este conjunto de valores por otro que 
cumpla las mismas condiciones. 


El número m de ecuaciones es en geperal inferiop 
al número n de s variables; debe observarse "a priori" 
no es seguro que exista una solución donde todas las - 
variables tengan valores positivos Ó nulos. Si se con- 
sidera por ejemplo las ligaduras X, + X, = ls 


Xy = Xy = 2 entre las tres variables Xy) Xo> x, bas- 
ta restar miembro a miembro para obtener la ecuación 
+ Xy = -1, que no admite, evidentemente, ninguna so 


lución donde x, y X sean simultáneamente positivas ó 
nulas. er 


Un programa es un conjunto de valores Xx; de sig— 
nos cualquiera, que satisfacen a todas las ligaduras, 
es decir una solución cualquiera del sistema de las - 
ecuaciones de ligadura, 


Un programa realizable es un programa donde todos 
los valores x, Son positivos nulos. 


Una base es un conjunto de m variables cuyos - 
coeficientes en las m ecuaciones de ligadura forman 
ua matriz cuadrada no singular, Estas m variables 
se llaman principales y las n -— m restantes se llaman 


no principales, 

El programa principal asociado a una base se ob- 
tiene por anulación de las variables no principales, y 
resolución de las ecuaciones de ligadura con respecto 
a las variables principales. 


Un programa fundamental es un programa principal 


realizable. 


Un programa óptimo ó solución es un programa rea- 


lizable que "optimiza" la forma lineal dada, 
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"4. Sucinta idea del método del simplex. 


¿ste método es debido a G. B. Dantzig, y debe su 
nombre a que uno de los primeros problemas donde fue -— 
empleado contenía la ligadura x, + x +... +x, =1, 
que junto a las condiciones Xx, % O define lo que en 
topología se llama un simplex de (n - 1) dimensiones — 
en un espacio cartesiano de n dimensiones. (Un sim- 
plex de dos dimensiones es un triángulo; de tres dimen 
siones un tetraedro, etc.) 


Con este nombre se designa ahora el método en el 
caso general, cualquiera que sean las relaciones linea 
les de ligadura, 


El proceso empleado en el método del simplex es - 
el siguiente; 


Para comenzar se busca un programa fundamental — 
cualquiera. Una vez encontrado se determina, si asegu- 
ra o no la 'optimización de la forma lineal dada. En ca 
so afirmativo este programa constituye una solución = 
del problema propuesto, En caso negativo se le sustitu 
ye por otro programa fundamental, cambiando los pare— 
les de una variable principal (que se retira de la ba= 
se) y de una variable no principal (que se introduce - 
er. la base), con el fin de mejorar el valor tomado por 
la forma lineal dada. Después se repite, si ha lugar, 
las mismas etapas a partir del nuevo programa fundamen 
tal y de la nueva base. 


El proceso se termina necesariamente ó bien por - 
la determinación de un programa óptimo, o bien demos-- 
trando el carácter contradictorio de las ligsaduras, o 
bien, finalmente, por la conclusión de que el conjunto 
de los valores que toma la forma lineal dada, en los - 
diferentes programas fundamentales, no admite cota in- 
ferior, si trata de un problema de mínimo, Ó no admite 
cota superior si se trata de un probleme de máximo. 


Ponáremos de manifiesto la marcha a seguir, utili 
zando un ejemplos 


DE 


Se trata de "minimizar", para valores positivos ¿ 
nulos de las variables la forma lineal C = Zo Xx, fi 
jadas las condiciones: 1 


Z2x,+x, 3+x =2 Podemos observar, de pasada, - 
E = 3 tó que las ecuaciones de ligadura 

X; - 2 xo + Xx, 7 provienen de inecuaciones en. 
Xy + x> + Lp ” 5 tre las. variables X, Y X,yPues 


to que cada una de las varia. 
bles X., X x. no interviene más que en una de 1 
y 4 y 5 ze 4 » Q 28 
ecuaciones. 
Un simple exámen permite encontrar el programa -— 
fundamental; 


x= lO r, = Os x= ON xy = 2 x5 =5 (1) 


1 


A continuación se resuelve el sistema con respec- 
to a las variables principales Xy» Xp To que se expre 
sarán mediante Xx, Y X, asíg 


x a +2x,-x Ahora hace falta expresar € 


3 o- A o q) e función de las variables 
E a Xy di no principales; pero en es- 
E =5- Xy 7 X, te caso concreto ya está he 


cho, puesto que € = x,+ z, 


Se trata ahora de examinar si' el mínimo de € se - 
alcanza Ó no por anulación de las variables no princi- 
pales X, Y Xo- Pero el coeficiente de X, es negativo - 


en la expresión de Cj por consiguiente es posible dis- 
mínuir C, haciendo crecer x, a partir de cero. Pero el 
crecimiento de X; implica variaciones de Ez» Xy y Xp5 
es preciso vigilar, pues, que ninguna de estas varia-- 
bles se vuelva negativa, 

En esta fase, no existe ese peligro para la Xy ES 
q* En cambio Xy es la primera que se - 
anula para Xp = 2, lo que conduce al nuevo programa - 
fundamental 


que crece con X 


xy = 0 ,),Xx,=0 ,, Xy = Ó- a Xy = 2. aa Xp = 3 (11) 
en el cual X, ha sustituido a X4 como variable princi- 
pal . 

En esta nueva fase es preciso expresar Xx, Xx, Y ES 


(que constituyen la nueva base) así como C en función 


de las nuevas variables no principales x, y X,y Se ob-— 
tiene 4 Ñ 


La] 
u 


6-2x,3+ 3 x> 


3 4 
TETERA (2) y también C=-24x,- 2) 
ES 


Se ve enseguida que es posible disminuir C haciendo cre 
cer x, a partir de cero. Unicamente hay que "vigilar" 


xo para que no se haga negativa. Para k, = 1 se anula 


X5> lo que conduce al nuevo programa fundamental 


eN Os» 5 O >» e 93, Xy = 43) Xx =1 (LE) 


en el cual x, ha sustituido a Eo como variszble princi- 
pal, 


En esta nueva fase hay que expresar ES3 x, > (que — 


constituyen la nueva base) así como C en ¡'unc: ón de — 
las nuevas variables no principales X4 y X, +. de ol tie- 
ne así; Ñ 


¿A 
u 
N 
] 
e 
1 
el 


Ahora está claro que el mínimo de C se alcanza para -— 
los valores cero de X, y 5 porque tcdos sus coeficier 
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tes son positivos en C. El último programa fundamenta] 
obtenido (III) constituye, por tanto una solución del 
problema propuesto. El más pequeño valor de C es -3, 


Evidentemente es posible realizar los cálculos . 
precedeutes de una manera sistemática, prescindiendo - 
de todo lc que hemos escrito para mayor claridad de la 
exposición. Las distintas fases se pueden representar 
por unas tablas que corresponden respectivamente a los 
diferentes programas fundamentales que hemos ido obte. 
niendo. Lr exposición de tales procedimientos prácti. 
cos se sale de los límites de estos apuntes. 


Resulta, en cambio, más interesante el dar una re 
presentación gráfica del ejemplo resuelto antes numéri 
camente. 


Será posible una representaci'ón en el plano siem 
pre que las ligaduras se expresen por inecuaciones en 
dos variables, o lo que es lo mismo, por ecuaciones cu 
yo número sea inferior en dos unidades al de las. varia 
bles, , 


En nuestro ejemplo la imágen geométrica más natu- 
“ral se obtiene en el plano referido a los ejes coorde- 
nados rectangulares X, Y Xp. Como XxX, Y X, no pueden to 


mar valores negativos so 
lo interesa el primer — 
cuadrante, 


Suponiendo que se ha= 
yan resuelto las ecuacio 
nes de ligadura con res- 
pecto a las variables -— 

rincipales X., X,3 X 
P Pp 3? 4? 5? 


consideremos las rectas 
cuyas ecuaciones respec 
tivas se obtienen por — 
anulación de estas varia 
bles. Puesto que Xz» X, 


Y X¿ no pueden tomar valores negativos, cada una de di 
chas rectas determina un semiptano significativo que ” 
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hemos marcado con una pequeña flecha. La región común 
a todos esos semiplanos (en el primer cuadrante) es - 
(salvo que sea vacía) un conjunto convexo formado por 
los puntos llamados realizables por analogía con los 
programas del mismo nombre, En la figura se ha marcado 
con un número la recta correspondiente a la anulación 
de la variable que tiene ese número por índice. Se ha 
señalado también: el polígono convexo A BC DE que — 


constituye (interior, lados y vértices) el conjunto de 
los puntos realizables, 


Se trata entonces de encontrar entre los puntos -— 
pertenecientes a este conjunto, aquel cuyas coordenadas 
"minimizan" a C = X), — Xy» Debe observarse que todas 


las rectas de ecuación X, — X, = const, son rectas para 


lelas, En la figura se ha trazado la recta Zo => X, = 0 
indicando con una flecha la dirección en que debe mo— 


verse lá recta para que disminuya Eo = Xy» 


Hay que "apoyar'una de esas paralelas en el polígo 
no A BC D E, El exáuen de la figura indica que el pun 
to del polígono que da menor valor a C es el vértice C, 


que es intersección de las rectas Xy = 0 y Xx, = O es 
decir X, - 2x, =2 
x, mi z, = 5 Y cuyas coordenadas son xXx, =4 


Xx, = 1. El valor corr: “pondien— 


te de C es 1- 4-3, que coincide con la so'ución ob 
tenida por el método del simplex. 


Puede observarse también que la sucesión de pro— 

gramas fundamentales utilizados en el métoco tel sim— 
. . 4 . de 

plex, equivale a recorrer los vértices A(x, =x, = 0), 


Blx, = Xx, = 0) y finalmente c(x, = xXx. =0)., 


5 
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Tema 8.— PRODUCTOS ESCALAR Y VECTORIAL DE VECTORES LI- 
BRES.- APLICACIONES A LOS PROBLEMAS METRICOS 
DEL PLANO Y DEL ESPACIO EUCLIDEO, 


1.- Producto escalar de vectores libres en el espacio 
y en el plano, Propiedades. 


Se llama producto escalar de dos vectores libres 


— = =É> => s 
v y v! y se representa por v , v! al número real 
[7 |. 17*] cos (Y, vi), (1) 


En particular es; Y . vt =]v 1 .[Y | cos (v,v) 1FÍ 


Propiedades 


12) El producto escalar es nulo si es nulo uno de -— 
los factores Ó si son perpendiculares. 


22) El producto escalar es conmutativn3 basta apli- 
car la definición. 


32) Si A es un número real 

MT. 7) = (A... =v. (A. v)) (2) 
42) El producto escalar es 0istributivo 
1. (MAN) TU Vd, (3) 

Para justificarlo se proyecta ortogons.mente so 

bre la recta que marca la dirección de =, los +res vec 
tores Y, V! y v + v'. Según sabemos: 

proy. (7 + 79) = (proy Y) + (proy v*) (4) 


Pero de la definición se deduce que el proóucto — 
escalar se puede escribir 


> 


Y.ov=lv]. (proy vi) = vw]. (proy Y) 


es decir, vale el producto del módulo de uno de los — 
vectores. por la proyección del otro sobre él, 


Por tanto si en la igualdad (4) multiplicamos am- 
bos miembros por |u| queda demostrada la propiedad, 
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52) Otras igualáades de justificación inmediata son 


las siguientesy 
(AA) TL ALAVA AV 


(af + 71? 24 2/17 | . cos(U . Y) 


(1 Pp? 
(A? EA IR - ATI. cos(U. Y) 
62) la condición de perpendicularidad de dos vecto= 


he 
res distintos de O, se expresa por la anulación 
de su producto'éscalare 


2.- Sistemas de referencia ortonormales. 


Hemos ye indicado que los vectores se suelen mane- 
jar mediante su representación relativa a una cierta — 
bases Los cálculos se simplifican notablemente cuando 
se considera una base formada por tres vectores libres 


i, de E, unitarios y ortogonales dos a dos. Tal base — 


se llama ortonormal es decir ortogonal y normalizada,- 
y en símbolos podemos escribir 


i0oVj=jo.k=k.i=0 
Si los vectores Y y Y! referidos a una base ortonormal 
de 3, k, tienen por representación: 

Ye xi y.J+ Ze ”, yl = xi y: + Zl.k 

su producto escalar, en virtud úe la propiedad distri- 
butiva valdrá 


TV, Wex.dty.y+z,z! (6) 
mb — 
Como caso perticular cuando v! = y se obtiene 
IVÉ =- xd yo (7) 
que permite obtener el nódulo de un vector libres 


17] = EE 


El ángulo de dos vectores libres (0£P<X) se 
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obtiene mediante la fórmula 


—> '— 
vo. v xx" +yy +zz 


cos Ne AE == = 
Li Ye A AE 
(8) 


En particular la condición de perpendicularidad - 
entre V y v! se expresa según la propiedad (62) por la 
ecuación 


XxX! +4+yy!v+zz!-=0 (9) 


Si en las fórmulas (6), (7), (8) y (9), suprimi— 
mos 2 y z! se obtienen las fórmulas que resuelven los 
problemas análogos en el plano, 


3,- Matrices ortogonales, 


Una matriz cuadrada A se llama ortogonal cuando su 
matriz inversa es igual a su matriz transpuesta, es de 
cir A! = PE 

De la definición se deduce que A , A! =A',A =I 
(matriz unidad) lo que permite escribir que: 


e E 
El aj 2 201 do; +... +as aj" 0 (Ef4) (11) 
2 2 A í 
az, + ajo +... + Sn * 1 (12) 
2 2 2 

4 le 1 
5407 h ce. Ha 1 (13) 


fórmulas que se leen así: 

"En una matriz ortogonal la suma de los productos 
de los elementos de las líneas paralelas (filas o co— 
lumas) es cero", 

"En una matriz ortogonal la suma de los cuadrados 
de los elementos de una línea (fila o cóluma) es la - 
un idad" A 
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El recíproco es también cierto, 


Las matrices ortogonales tienen propiedades impor 
tantes de las que exponemos algunas a continuación: 


18) Si A y B son dos matrices ortogonales, su pro 
ducto también lo es. En ds 


(0. BB. 412807, 2 (a, BJ" 


22) El determinante . de una matriz ortogonal vale 
(4 1) 3 (= 1). En efecto por ser A! =A7Í, ge 
tiene JAf.JA'|= 15 pero por otra parte se tiene 
Ja]=fA'] luego pap? = 

32) En una matriz ortogonal cada elemento es igual 
a su adjunto (si JA|= 1); en cambio si [Af= -1, 
cada elemento es igual, pero cambiado de signo, 
a su adjuntos. 

En efecto, sea 83 el elemento genérico de - 


la matriz.A. El elemento homólogo de la matriz 


recíproca es , y el de la matriz transpues 


Y 
ta es 9413 luego debe ser, por la definición, 
As 
a = + . 
1” [Al 


4.- Problemas métricos en el plano. 
Para el estudio de los problemas métricos convie- 
ne que los ejes coordenados sean perpendiculares, por 


lo que suporndremos que los vectores > u, del siste 


ma de referencia R [o, Uy» u5] son reos ora eS y uni 


tarios. Es costumbre representarlos por 1, EN Las coor 
denedas le se Obtienen se llaman cartesianas rectangu 
lares. Vea::os algu:os problemas métricos en el plano - 
Tesuelios ex: coordenadas rectangulares. 


12) Distancia de un: punto a una recta.- Ecuación nor” 


1010 
mal de la recta, 

Sea Plx, y 4) el puto; r la recta; PQ, la perpen- 
dicular a r desde P; 
9 =G,P la distancia 


buscada y 04 = p la - 
distancia del origen 
a la recta Tr. 


Proyectando la que 


brada OP, P sobre la -— 


recta OQ se obtiene: 


D+Ó=x, cos ol 4 


+ yy sena 3 
por tanto 





d-x, cos A+ y, seno — p (12) 


Si P estuviera en la recta r sería d - O, y las 
coordenadas (x, ,y,) cumplirían la ecuación 


x cosoA(+ y seno -p=0 (13) 


recíprocamente todo punto cuyas coordenadas verifiquen 
(13) estará en la recta r puesto que su distancia a Tr 
es cero. Se dice que (13) es la ecuación de una recta 
en forra normal; los parámetros p y « significan la dis 
tancia del origen a la recta y el ángulo que la recta 
nor:al a r forma con el sentido positivo del eje OX. 


—+ 
Considerando un vector cualquiera O N sobre la rec 
ta normal a r por 0, se tiene que sus componentes val- 
drán u= O coso v=ÓONsenoe (14). O sea 
cos A = E y) nt valores que sustituídos 
en (13) permiten obtener la ecuación de T 


en la forma 
UX+Vy?+“uw= 0 donde hemos hecho w 


<- Doe ON, 
Recíprocamente toda ecuación Ax+Byv1C=0 
representa una recta perpendicular al vector (A, B), y 
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la distancia del origen a ella es igual a 
A A 

Va? + 8 

La distancia PM de la recta r al punto P(x, »3,) 


cuando la ecuación de la recta es de la forma 
AXxiBy+C=0 se calcula así; 


$ =x 


(15) 


4 cos ol + Y; cos fB — p= 


e o $ Ó sea 


A ¿Qa 
al y Hl Va 1 B 
g.5 + By, pla 


V ASu E 


En particular si el punto es ES SrAesn la distan- 


cia de la recta a él es $ - que coincide 
a + BO 


con (15) Pa 0 el signo, por ser allí p la distancia - 
del origen a la recta, 


(16) 





Nota,-— Consideremos sobre r 

un punto P cualquie- 

ra y supongamos el vector -— 
. . — 

unitario n normal a r. El 

valor de y se puede inter- 

pretar como el producto es-— 


— 
calar PPy «1H =1 .9 , Por 
tanto para todo punto de -— 
uno de los dos semiplanos en que r divide al plano, el 
ángulo “f es agudo y el producto escalar será positivo; 
en cambio en el otro semiplano P será obtuso y el PIO 
ducto escalar es negativo. Por tanto el numerador q 
Ax+4+By>+Cde (16) tendrá signo positivo en un semi 
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plano y negativo en el otro. Esto justifica la afirma- 
ción que se hizo en el tema (7). 


22%) Distancia entre dos puntos. 
Dados los puntos Plx, 1334) y QlxrrYo) la distancia 
PQ se puede interpretar como el módulo del vector 


—ye 


o — — —> 
PQ=0Q-0P=(x.-x,)i+ (y, - y,) je Luego 


32) Angulo de dos rectas. 


Sean las dos rectas de ecuaciones Ax +By14C=0 
A,x + B,y 4 C, = O, El ángulo que forman es igual ú 


plementario del formado por los vectores u= (A , B) 


y V= (A, j B, ) normales a dichas rectas. Pero según 


(8) 
cos == (18) 





Si las ecuaciones de las rectas se dan en la forma redu 


cida y=mx+n y=-mx>+n, los números m y m, se 


llaman coeficientes angulares de las rectas y represen— 
tan, como es sabido las tangentes trigonométricas de — 
los ángulos que las rectas forman con ei eje O X. En — 
este caso una fórmula bien conocida de Trigonometría, 
permite escribir 


m —- 1 
= ———— 1 
te P 1+monm (19) 
Puede comprobarse como ejercicio que las fórmulas (18) 
y (19) son equivalentes. 
La condición de perpendicularidad entre dos reo— 
tas es evidentemente: A, A, +B Bs = 0 óÓ bier 


1+4mm' =0 (20) 
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42) Area de un triángulo 
Sea el triángulo P, (x, 194)» PolXosY7)» Py (353,) 


Para hallar su área se puede tomar como base, por 


— VÍ 2 2 
ejemplo PP, = (xy = x,) + (73 E Yo) . La altura se 
rá la distancia desde pa la recta POP, de ecuación 


E: NA 
xo Yo 1 =0 Luego eS Yo 1 
x e 1 
x 1 h = ERA. O ARO: PR DE 


Aplicando la conocida fórmula S = 


ne e Í 
X; Y, 1 
S=>35 [> Y, 1 (21) 
Xy yz 1 


Nota,—- En muchas cuestiones de Matemáticas se suele do 

tar de un cierto signo al área de una figura - 
plana, según sea la manera de recorrer el contorno de 
la figura, 


Así por ejemplo, si consideramos P; 
el triángulo de la figura recorrido - 
en el sentido P,—> P,—> P,, se suele ” 


1 2 3 
decir que tiene área positiva; en cam P 
bio si se le supone recorrido en el -— 1 2 


sentido P, — P, — P, se atribuye signo negativo al - 


área. Se suele tomar como sentido positivo de recorri- 
_do aquel que deja la figura a la izquierda. 


52) Cambio de sistema de referencia. 


En el tema 6, páginas 84 y siguientes hemos resuel 
to el problema general de cambio de sistema de referen 
cia en el plano, 
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El caso particular que ahora interesa tratar, se 
refiere al llamado "movimiento de los ejes coordenados" 
consistente en una traslación y un giro de los mismos, 
Sean (X,/3) las coordenadas 
del nuevo origen; Si P es el 
ángulo girado por los ejes co 
ordenados se tendrá 


uy = cos Qu, + sen u, 
$ (22) 
ul =-senQu, + cos Y 
2 qu, 2 


uz 





Luego la fórmula (5) de la pá 


U; gina (85) nos da 
x cos 4 - sen A XxX” 
y = sen Q cos $ VE el y' (23) 
1 0 0) 1 1 


Esta fórmula comprende como caso particular la corres- 
pondiente a la traslación de los ejes coordenados 
(e =03c0sf=13 sen Y = 0). 

Análogamente, si se trata únicamente del giro de 


los ejes coordenados, XA = 0 PB = 0 y la matriz de — 
la transformación 


cos ? - sen € 0 
A = sen ? cos Y 0) (24) 
O. 0 


es una matriz ortogonal, En este caso se tiene que 


cos Y sen Q 0 
1 


A = -sen Y cos Y 0 
0 10) 1 


luego la fórmula para la transformación inversa es 
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x' cos Y sen Y 0 x 
y' |] =| -sen(p cos O tel y o bien 
1 0 10) 1 1 

x! = x cos ( + y sen 

los = -x sen + y cos (25) 
mientras que de (24) se deduce que 
x =x' cos - y' sen 
y =x' sen Y + y cos Y (26) 


5+.- Producto vectorial de dos vectores. 


Se llama producto vectorial de dos. vectores libres 
Y, y v, al vector libre que representaremos por Y, x v> 


que cumple estas condicioness 
. — — — —> 
a) Su módulo es [Y |-[vo]- sen v¿1 Vo) Cer): b) Su 
dirección es la de la normal a ambos véctores v, y Vo. 
c) Su sentido es tal que la orientación | y; va; va» v¡xv>] 


es la misma que la orientación del sistema de referen- 

- > — 
cia ji, ¿j, k ]. 

Conviene aclarar la condición c) mediante la si— 
guiente fisura, donde 
se aprecia que desde 
el extremo del vector 
-o —e A 
v, Y Vo se ve el giro 

— Í —> 
de Vy hacia Vo» er el 


YX V2 


mi smo sentido que_s se 
ve el de 1 hacia s - 
desde el extremo de *. 


Propiedades.- 


12) El producto vectorial es anticormutativo, es de 





£ 
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A. >_> > > ] 
CIT VXV'=-wv' xv; es consecuencia inmedia 
ta de. la definición. 


28) El producto vectorial no es asociativo es decir 
— 

que (a x b) x C no siempre es igual a ax(b x 7). 

Basta con dar un ejemplo; Sea 2 = b o So o, 


paralelo a los otros _dos; resulta que a E B=0 
y por tanto Ox 0 = 9. Por el contrario bx c 


es perpendicular al 3, y por tanto a x (db x 7) 
no es el vector nulo. 


Estas dos propiedades indican que al multiplicar vectio 
rialmente, hay que tener especial cuidado en no alte— 
rar el orden de los factores, ni la posición de los pa 
réntesis. 


32) Un producto vectorial es nulo, si los dos facto 
res tienen la misma dirección, o bien si uno de 
ellos es el vector nuloz el recíproco es tam- — 
bién cierto. 


42) El producto cumple la propiedad "asociativa" 
AEXD=U1Dxb=-2x (Ab). 
59) PEopESdAd distributivas 
ax (b+0) = axbraxo (28) 


Para demostrar esta propiedad conviene observar 
previamente que se obtiene gráficamente el producto -= 
vectorial Y x b, proyectando ortogonalmente b en b' so 
bre el plano perpendi= 
cular al vector a, por O, 
girando despúés dicha pro 
yección un ángulo W/2 en 
el sentido positivo alre- 
dedor de O, y finalmente 
multiplicando por | a” | el 
vector obtenido en el gi- 
ro anterior. 





En efecto, la dirección 
y el sentido del vector -— 
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así obtenido están de acuerdo con lo establecido en la 
definición, y la coincidencia del módulo se deduce de 
la equivalencia. del paralelogramo y el rectángulo con 


"o +» 


truídos sobre a, b y a", b! respectivamente, 


— 


Pero cada una de las tres operaciones descritas, 
transforma un polígono cerrado en un polígono cerrados 
z . e e 
en particular si se efectúa con los lados b, c y b4¿ 
— 
de un triángulo los vectores ax b,axc y ax(b43) 
que se obtienen constituirán los lados de otro triángu 
lo como se puede demostrar, 20 
R e > —- ¿ 
62) Si i, j, k son los vectores del sistema de re- 
a A 
ferencia ortonormal, se verifica ix j=x<k 
> >. > A > 
jJxk=o:i , kxi-=j (29) 


Expresión del producto vectorial en un sistema de refe 


rencia ortonormal. 


) 


Sean d=-xityj]+2k y 
sa e y! + 2! E, Aplicando la propiedad distri 
butiva se tienes: 

— — , > —h 
axb=(xi4+4yj+z23k)x(x. 14+y! 3421 k)= 
yOO2 pe Zz  X E FPS 

i 1 Jj k que podemos 
y! z' Es LA x! x! y! 


oy 


escribir en 
> > — 


U 1 


i k 
la forma 3 x b=lx z (30) 
x Zz 


6.- Producto mixto. - b 


Se llama producto mixto de tres vectores a, by e 
y se representa por (a, b, 2) al producto escalar - 
del primero por el producto vectorial de los otros d08, 
es decir (2, b, e).2, (5 x 7) (31) 


El producto mixto es, por tanto, un número, y Te” 
preserta el volumen del poralelepípedo que tiene a 105 
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vectores dados por aristas, 
dotado de cierto signo. 

En efecto, por la defi- 
ción se tiene 
-—) > —» 


a,b,0) =[2). [0 x Sl. cosp 


Pero |2[. cos es la altu 
ra h del paralelepípedo, 


A ”_ > 
mientras |b x c | es el área 
de la base, 





—» 


Respecto al signo, se observa que si bx0 y Y 
están a un mismo lado de la base, el ángulo Y que for 
man es agudo y su coseno positivo, mientras que si es- 
tán situados a distinto lado de la base forman un ángu 
lo obtuso cuyo coseno es negativo, Por tanto el produc 


to mixto es positivo Ó% negativo según que los vectores 


> >» — 
Cc 


a, b, formen un triedro directo ó inverso, 


El producto mixto posee las siguientes propieda— 
des; il 


12) La condición necesaria y suficiente para que un 
producto mixto sea nulo es que los tres vectcres sean 
coplanarios (esto es, paralelos a un plano) o que uno 
de ellos sea nulo, 


28) Se cumple 2 . (bx0c)=(2xb) . € , es decir 
se pueden permutar los signos x y +. en la definición - 
del producto mixto. 


En efecto, en la figura anterior se puede ver co- 
mo se obtiene el mismo valor para el volumen del para— 
lelepípedo, tomando como base el paralelogramo formado 
por a y b, 

— —» 
Esto permite escribir: (a, b, e) = (b, o, a) = 
= (e, a, b). 


e — a, 7, b) 


39) Se tiene también (a, b, c) = - (2, 2, b 


¿0130 = 


Lao bj a). (5, 2, 0) pues basta ver que el tris 
dro cambia de sentido, cuando se trasponen dos de los 


vectores. 
4%) Propiedad asociativas 


— — . 

(AZ, pb, vo) =4.M.v(2, b, 2) 
52) Propiedad distribútivas (a +b, o, d) = 
= (3,7, 4) + (0, 2, d) ; basta aplicar la propiedad - 
distributiva del producto escalar, 

Considerando un sistema de referencia ortonormal, 

>» 

sean Ax, yy 2), Dlx!', y', 21) y a, y", 2") los 
tres vectores, El producto mixto es 


axityJ]+z k) a 


| 8j 
oy 
1] 


—» 
]: j k x y z 

> x! y! z! = x! y! e! (32) 
x." y" AD x" y" gr 


7. Producto vectorial doble. Identidad de Lagrange. 


—> > > o, o 
Sean ay by c los tres vectores citados en la cues 
tión anteriorz se tiene 








— > —> 
i j k 
zx Dax 7) = (z E y + z E) he x! y! t = 
rá j E xo y" og" 
= Xx y z x! y! 
. o E y - 
y. 2 zx xr y! xro y" 
y" z" n q" xo y" 
z! x! y! z! x! y' 
a iz4ila = X j+ 


gr x" y" gn 
Si se suma y resta a la primera componente x x' x", 
a la segunda y y' y", y a la tercera z z' 2" resulta co 
mo se comprueba inmediatamente; 


ax(bxo)=b. (2,0) -0. (8. D) (33) 
Como aplicación calculemos ahora (27 x b). (0 x d) 
que se puede interpretar como el producto mixto 
(37 x db, 3, dd - (S, d, axb)=< AE (2 x 5)] y en 
virtud de (33) resulta 


SE. 1.D-5.E. 2)] E NO 0 A 


- 6 2). (7,4) que se puede escribir 


> —- > > 
a. Cc a. A 

(2xb). (7x1) = (34) 
Do vD.d 

Como caso particular, «cuando - S=38 y d= b se ob— 


tiene la identidad de Lagrange 


(a x eye ED cy b) (35) 
que mediante las componentes de a y D se escribe - 
asíy d 

2 
(ay! -x0y)0 4 (221 - x02)0 + (ya! - y12)ó = (36) 


E ES 


Todas estas identidades son muy empleadas. 


8. Problemas métricos en el espacio. 
12) Distancia entre dos "puntos. P(x,y,2) y Pr(xy", 2") 
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de 
Las componentes del vector PP! son (x! = x,y9 
z' - 2) y la distancia entre los dos puntos es gua” 
al módulo de este vector. Por consiguiente, 


- distancia (PP*) = Ve E (2! y 


(37) 
22) Angulo de dos rectas. 
JDadas dos rectas == = > «$ Ns 
x-2!_yob!_ 2z-=c0e! 
EIA AR A el vector v = (A, B,y) 


tiene la dirección de la primera recta y el vector 





vw = (Xt, A", Y) tiene la de la segundaz por consi- 
guiente el' ángulo de las dos rectas es igual al de los 
dos vectores; recordando la fórmula (8).se obtiene; 


sE A. EDT AER E AA 


La condición de perpendicularidad es por tanto 
AA+ BB py =0 
32) Ecuación normal del plano, 


Consideremos un plano 
de ecuación 
AXIBy+Cz339+D=-0 y 
sea Plp, q, r) el pie de 
la perpendicular trazada — 
por O al plano, Si X(x,y,z) 
es un punto cualquiera del 
plano, sq tiene evidente— 
mentes OP . PX = 0 * y. en 
'función. de las coordenadas .”. 
de P y X se obtiene 

-p (x-p)+a (y -a)+r(2-Tr)=0 


Lar 
'o bien, dividiendo por [o PL: 








THE xt yrH2-][0)=-0 (39) 
(08 | loPI " — |oB| 
Como 0B A i= | oB | cos A = p, resulta que cos <= 155; ' 


análogamente cos fB = 13 3 cos f = TH donde 

oP oP 
(XA. B. Y ) son los ángulos que el vector OP forma 
con los ejes coordenados, luego teniendo en cuenta es- 
tos resultados, la ecuación (39) se escribe 


x cosk+ycosg+2cosp-d=0 (40) siendo 


E 
d = JOP| la distancia del origen al plano, La ecua— 


ción (40) se llama la ecuación normal del plano y si — 
0 


se compara con la ecuación Ax+ByvYCa2a3+DG=-= se 


obtiene: 
y 2 2 2 
cose _ cos cos Y -d cosoA+cosfBhcos 9 


a AP D 
Vaé 1 m4 0? 


A A de donde resulta 
A 4 mó? 
ds === ,3 A __— Ó ,, 
AC 4 Ba có ABC 


C en, 
cos Y = === pp, dd = —===== (41) 
¡ Ya? + 8% 1, 0% Vals 304 có 


Los números cos e, cos B , cos f de las fórmulas (41) 
se llaman cosenos directores del plano. Los coeficien- 


tes A, B, C de la ecuación del plano se llaman goefi-- 
cientes de dirección y representan las componentes de 


un vector normal al plano. 
4%) Angulo de dos planos. 
Sean los planos N =AxX+By+Cz+D=0 y 
M'=A'x + B'y + C'3 +D' = 0. 
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A : 1 LTL) 
El ángulo Y (menor o igual que 5 que forman, 


es igual o suplementario al que forman sus Tespectivos 
vectores normales, cuyas componentes son (A, B, C 
(A', B!, C'). Aplicando la fórmula (8) se obtiene 


008 p= — e 2 B! = cr] - ds 
V A IBXIACs, A1T” 1BI9 JC! 
La condición de perpendicularidad es 
AATIBB!ACC'=0 (43) 
52) Angulo de recta y plano. 
El ángulo Q (menor o igual que L, que forma 


a E zz 


; ] 1 
la recta r de ecuaciones E RS y 





c 

el plano 5S=AxX+By+Cz34+D=0 es complementa- 
rio del ángulo que forma el vector (a, b, 2) que tiene 
la dirección de la recta con el vector (A, B, 0) que —- 
es normal al plano, Por tanto 


laarBb+Cel 
E a ee 
Viaaaco Vea 1.10 


Por tanto.la condición de paralelismo de recta y plano 
es Aa+BbtCco=0 (45) 


La condición de perpendicularidad se deduce direc 
tamente, teniendo en cuenta que los vectores (a, b, € 
y (A, B, C) deben ser, de la misma dirección, o sea 


A (46) 


(44) 


62) Distancia de un punto a un plano, 
La distancia de un punto P, (x4> Ya) 2,) a un pla 


no Ax+By+Cz33D=0 se puede calcular trazando 
por P, un plano paralelo al dado, y considerando la di- 


215 - 


ferencia entre las distancias desde el origen a ambos 


+ 


(5,- z). 


2 


e 2 


EBSCO 


A X, 


2 2 2 


ASEO 
A x 


q +By, +02; 


Yao s mod có 











planos que se calculan me- 
diante la última de las -= 
fórmulas (41), 


Pero puede hallarse tam 
bién mediante el producto 


—y 
escalar P P, . n donde P 


es un punto (x, y, z) cual 
quiera del plano dado y Í 
es un vector unitario y - 
normal al plano, Se tiene, 
pues; 


By, 40m. (Ax+By+Cz) 


+ D 


(47) 


En rigor la fórmula (47) da la distancia del pla- 
no al punto P,. Esto explica la diferencia de signo - 


que se observa entre la fórmula (47) cuando se aplica 
al origen y la última de las fórmulas (41). 


El razonamiento anterior prueba, de paso, que 


numerador de (47) tiene un 


el 
cierto signo, para todos - 
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los puntos P de uno de los dos semiespacios en que el 
plano dado divide al espacio (en el caso de la figura 
el ángulo que forman los vectores P P, y n es menor . 


que =; ¡ mientras que los puntos del otro semiespam. 
cio le dan signo contrario (ya que el ángulo citado es, 


ia LON 
para estos últimos puntos mayor que =>. 


79) Mínima distencia entre dos rectas, 

Se llama mínima distancia entre dos rectas, la lon 
gitud del segmento que tiene => 
sus extremos sobre dichas - 
rectas y es perpendicular a 
ambas. 

XxX -—x Joy, 2-2 

1_ E 1 
Sean E A ES 





ox! St el 
E A AN 
y Tr” b! = 2! 





las ecuaciones de dos rectas 
Ivy. La mínima distancia d entre ellas resulta ser 


igual a la distancia de un punto cualquiera de r por - 
ejemplo p, a un plano JN que contiene a r! y es parale 
lo a re. 

Para encontrar la ecuación del plano Jf basta ob- 
servar que debe contener al vector Ps P donde P(x,y,2) 
representa un punto genérico de dicho plano, y a los - 
vectores (a, b, c) y (a!, b', c') que tienen las di 
recciones de ambas rectas, luego su ecuación se obtie- 
ne anulando el producto mixto correspondiente 

XxX -—x/ - y! -z! 
E -AER, PA 
a b c = 0 


a! b! a! 
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; La distancia del punto P 
tancia buscada 





qe este plano es la dis- 
aa U En 1 == 1 
de pd A 
a b c 
d = (48) 
89) 


Área de un triángulo. 





El área de un triángulo de vértices Py (27934927)> 


Po (x 10120), Pz(x3,33»23) es la mitad del módulo del 
producto vectorial P, E, x P, E, o sea 


— — 
i Jj k 
dos _ Ñ E 
A a a E, A ES 
ES BT, A 


ni= 
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Nota. Si se proyecta el triángulo P, Pp, P, sobre los . 
tres planos coordenados se obtienen triángulos - 
cuyas áreas respectivas son 


yy 2, 1 2, Xx; 1 
1 2 
s, =3 |Y2 2 1 $ Pe =3|%0 > 1 
93 27 1 a E 1 
X, yy 1 


Si cos A, cos A y cos y son los cosenos direc- 
tores del plano del triángulo, se tiene Ss, =8, coso, 
3. =5. COS PB ba 5, = 5 . 008 Yf ». Elevando al cua-- 


y 
drado y sumando se obtiene la fórmula (49), 


92) Volumen de un tetraedro. 


Para obtener el volumen de un tetraedro cuyos vér 
tices son P, (x,, Ji 2,) (i = 1, 2, 3, 4) se puede - 


considerar como + . área (P, Pp, P3) . h siendo h la 


, : 3 
distancia de Pa al plano P, P, Pz. 

También puede considerarse como la sexta parte del 
volumen del paralelepípedo construído sobre los vecto-- 
. P, Po, P, P., Pa P 
res 4 2) 3 3? 3 , 
el producto mixto de dichos vectores. Se tiene por tan- 
to 


y que a su vez viene dado por -— 


x4 - XxX; Ya y, 24 SS Z, 
Xx; Y4 2, 1 
XxX y 2 1 
2 
¿E a (50) 
0 A E A 
E a E 


Cambio del sistema de referencia. 





En el tema 6, pág, 91, se ha resuelto el problema 
de encontrar las Felabiódsa que existen entre las coor 
denadas (x, y, 2), de un punto P con relación a un — 


sistema de referencia r[o, y, u> Us 3] y sus coorde 
nadas (x', y', 2') con relación al sistema 
co” a] Y a 
R[0', uy » Us UY]. 
Ahora nos interesa adaptar las conclusiones al ca 


so de que los dos sistemas de referencia sean ortonor- 
males. 


Las fórmulas (18) de la pág. 91 serán ahora: 


Y Í 3+ KE 

0 - - 
1! =a1+a193* 8 

ES i4ajz j+ ak (51) 
E m3 


20 : 
k! = 237 i ¿+ 230 j 233 


r” e] > 4 
La ortogonalidad de los vectores i', j!, k', se 
traduce en las tres relaciones siguientes; 
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217 oy + 247 299 + %3 %o3 = ed 
274 231 + 879 33274 93 833 20 (52) 
=0 


oy 27 + an 230 + 207 237 
E 
Al ser unitarios los vectores 1! j'y k!, signifi 
ca que debe cumplirser : 


2 2 2 

2 y + 210 + ay 3 1 

a BY a 

804 + apo 203 = 1 (53) 
O 


31 32 33 


Las fórmulas (52) y (53) se pueden resumir dicien 
do que la matriz de la transformación lineal (51) es - 


ortogonal. 

Puede observarse que los coeficientes 247) Ep 
243 de la primera de las ecuaciones (51) significan - 
los cosenos de los ángulos que el nuevo eje O'X! forma 
con los ejes antiguos OX, OY, OZ, respectivamente, y - 
análogamente pasa con las otras dos ecuaciones, Por - 
tanto la matriz de coeficientes de (51) está constituí 
da por los cosenos de nueve ángulos, 


Las seis relaciones (52) y (53) prueban que de — 
esos nueve ángulos solo hay tres que sean independien- 
tes, o lo que es similar, que los nueve ángulos se pue 
den expresar en función de tres ángulos independientes. 


No entramos por brevedad, en el estudio de los - 
llamados ángulos de Euler relacionados con lo que se - 
acaba de citar. 


Son casos particulares interesantess 


19) Traslación de los ejes coordenados.- Las fórmu- 
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las (19) de la pág. 92 nos permiten escribiry 
x=-atkx y =b+4 y! z=c3x+_z! (54) 
que son las fórmulas correspondientes a la traslación 
de ejes. 
22) Giro de los ejes coordenados.- En este caso 
a=b=0C=0, y la ecuación (20) de la pág. 92 se pue 
de escribir así: 


ES ar *a E 
ENE ea AA AA (55) 
t 
z 273 893 233 z 
x' 
o bien y =T|y 
z z! 


y despejando la matriz de las nuevas coordenadas; 


Xx! x 
y|=rTly | donde T"| es la mstriz trans- 
Z! ¿ puesta de T, 
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Tema 9.— FORMAS CUADRATICAS, MATRICES CONGRUENTES. -— 
DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ SIMETRICA, 





nl . . . . . 
1,- Formas cuadráticas y aplicaciones bilineales.- Ex- 
presión matricial, z 


Recordemos (pás. 44) que una forma lineal sobre - 
un espacio vectorial V, definido sobre un cuerpo K, es 
una aplicación f de V en K tal ques 


TÍA) =f (5) 1£ (52) pára todo 


17% E, Ev 

(1) y x5 EV 
f (Ax) = Ar (3) para todo x € TY 

y A€ K 


Sean ahora dos espacios vectoriales V y U, distin 
tos ó no, sobre un mismo cuerpo K, 


Se llama forma bilineal sobre V x U, una aplica-- 
ción del producto Vx U, en el cuerpo K, cuya restric 
ción a V y a U son formas lineales, 


Esta definición significa que si YX EV é y EU, 
la aplicación (1 E, Y) — p(, Y)€ K es una for 
ma bilineal si se cumples; 

P(A x.y) = A Qp(z37) , p(z, py) = AQ (x,y) 


— — — — —> 
Y (2, +37) =P(x,,3) + P(X21Y) » (2) 
> —. — — —» pa. te 
Py ty) = py) + P (x,32) 
cualesquiera que sean X, xy» 5 de V, é y, Y4> Yo de U, 


Ejemplos; 

1.- Sea / una forma lineal sobre V, y Y una forma 
lineal sobre Uj sea (X,y) un elemento del espacio vecto 
rial producto Vx WU, así pues X €_Y, y €_U; la apli 
cación (f definida por EJ — 4) - Y) es una 
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forma bilinealz en efectos 

YX, Y) = BAT) PS) =A BR) PO) =A. py) 

y también P(É, +, Y) = PE, + x,) +. Y (7) - 

AA ES CI TN 
=P) Y) + Q(x, y). 


Análogamente se dembstrarían las propiedades rela 
tivas a U., > 


2.- Sea V el espacio vectorial de las funciones 
x(t) contínuas en el intervalo cerrado [a,b]; la apli- 
b 


cación I tal que (x,y) —» I(x,y) “= x(4) .y(t) dt, 
a 


es una forma bilineal sobre el espacio V x V, 

Una forma bilineal (P sobre V x V se llama simétri 
ca si se tiene Y (2,7) = Q (7, (3), cualquiera que 
sean xEV, y € Y. 

Ejemplo: El producto escalar de dos vectores li— 
bres del espacio po es una forma bilineal simétrica so 
bre p? x p?, 

Una forma bilineal sobre V x V se llama alternada 
si se tiene Y (2,7) = -Q($,X. (4), cualquiera que - 
seen xE€V, y € Y. 

Ejemplos El producto vectorial de dos vectores li 


2 
bres de pO es una forma bilineal alternada sobre Rx 
con K = R, 


Si los espacios V y U son de dimensión finita, Su 
— —» 
pongamos que (a, Doy... 2) es una base de V y 


— — — 
... Di) una base de U, Se tiene entonces, PA 


(b, » bos 
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ra XEvV ¿é EU las representaciones: 
a, + 


si P7) es una forma bílineal: sobre V.x U- 
» > ; 
se tendr = ES ) ES 
dra Q(x,J7) Y PE EA y E Bt 
+ Y, q, 8.) « Luego los valores de P(X,7) en K, 
. >>» e - 
quedan determinados, para toda pareja Xy si se cono 


cen los nx m números p(, 5, ) de K. Si llamamos — 


aj” pz, 3, ), la expresión de $ es la siguiente: 
pun - E _e 2 a 
3% (5) 

Ge sa ala ie) 

En el caso a de una forma bilineal sobre 

> > 

Vx V se tiene as q (esa; .) ya que ahora las - 
bases para VyU ES la misma. Si se trata de una — 
forma bilineal simétrica en virtud de la definición de 


be ser a..= a..e 
13 Ji 


La expresión (5) de una forma bilineal se puede — 
representar cómodamente con notación matricial, ya que 


si escribimos 

P(x,7) = x,(2,4Y7 + 24Y27 + +** + 217% E 
+ xo(a947 y + apoya +... + 207 d... + 
+ X, (2, 191 da a+. +4 A 


se tiene inmediatamente: 


244 870 poo 24m yy 
QT) = (xy Xp +. Xp) + | 201 929 +0. Bo || Ya 
1 ne *** “am Im 


Si se trata de una forma bilineal sobre VxVv . 
(donde V tiene dimensión n) se tiene análogamen tes 


241 2/19 c.. 24 : yy 
PILI) = (xy o... Xx.) |: * . a (6) 
1 no *** “un In 
y si designamos por X le matriz columna 
Xx, Y 7 
Xo |, Por Y la matriz Jo y por A la matriz 
*a In 


cuadrada de elementos 253 se tiene, brevemente 


PAY) = XA. Y (7) 

En el caso de una forma bilineal simétrica, la re 
presenteción anterior es vélida, con la particularidad 
de que la matriz A es simétrica (es decir A= A')o 

A toda forma bilincal simétrica como (7) se le — 
puede hacer corresponder la expresión 

XA. E a xx, (8) 
que se llama forma cuadrática, y que como vemos es, sin 

A e cra tica 


plemente un polinomio homogeneo de 22 grado en las n- 
variables Xy,» Xoy 0...» X,? 
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En lo que sigue ANPoRc renos que V es el espacio - 
vectorial R”*, y K és el cuerpo R de los números reales, 


La matriz simétrica A se llama matriz de la forma; 
su determinante |A| se llema discriminante de la forma. 
Si lA] = O la forma cuadrática se llama si: singularo 


Le forma cuadrática que corresponde a la matriz -— 
unidad 1 se llama forma cuadrática unidad y es: 


¡HAGA cd (9) 


Si .repres ¿pntamos. por f una forme cuadrática de — 
las varisbles + x Xqy Xos 0.0 Xp> las semiderivadas par- 


ciales de f respecto a” sus variables, se llaman formas 
lineales asociadas. a la ferme cuadrática y se represen 
a 

tan por la notación A 


e 2 (de = 1,230» .,m) 


ft = 5 y sus valo 
k 2 9 Xx . - E 


t, = a74X, 4 Ur + 24nen 
Lo = 204X4 + asoko 2 .... + 220% (10) 
£a = An1Xy 2 an o9Xo d ... + aypX, 


y con notación matricial. 


(11) 





ye «..o. 


El jacobiano de las funciones fy, fo» +».»> La” 
«no es más que el discriminante de la forma ,es decir (al. 


aa 


2, Transformaciones lineales en las formas QUadrá ti cas 


Es importante examinar cómo se comporta una forma 
cuadrática ante una transformación lineal de sus VáTia 
bles, > 


Sea la forma cuadrática 
£(xy> ko» ...<s x,) =X .tAi. Xx 


e introduzcamos nuevas variables 


a Yq9 Var +... Y, me- 
diante la transformacion lineal 


“G con notación matricial X= CY E (12) 
siendo C la matriz de los coeficientes Ci3? que supon 
dremos no singular, es decir |C/.f 0. 


El resultado :de la transformación es otra forma - 
cuadrática en las 'nuevas variables. En efecto, aplican 
do a (8) la transformación (12) se obtiene: 


Mis E os Y = Y! . BY? 
donde se ha llamado B a la matriz producto 


B= C! o A o C (13) 
Esta matriz B es también' simétrica, ¡como .se ve por -= 
trasposición ya que Bl =C!'¿A'.C pero A=4'- 


luego también B-= B'. Las matrices como B y A ag es- 
tán ligadas por una igualdad del tipo de la (13) se - 
llaman matrices congruentes. 


Si consideramos los detérminantes de ambos mien- 
bros en la ON entre matrices (13) se obtiene 
[B| = fal . Jo (14) luego en resunens 


Al e en una forma cuadrática una transfo!z 
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meción lineal de > módulo |C[, resulta una nueva forma -— 
cuadrática, y CUYO > discriminante es igual al de la / forma 
7. 


Lu, HQIMA 
ira, multiplicado por el cuadrado del modulo a de 
ransformacion» 






Se suele decir por ello que el discriminante de — 
una forma es un invariante de peso Lo 


Si la transformación lincai es ed eb den 


: y ; -1 A 
cir si C'=C y 'UGurre que Jal. E segun ya sa 
bemos, y entonces será |B| = (Al, ego. en este caso 
el discriminante es un inveriante, 


Es tambión interesante ver cómo se transforma la 
forma cuadrática unidad X' . I-. X mediante una trans 
formación ortogonal . Se tiene: 


X.lIl.X= Y: «Ct. 1:¿C. Y pero 


Ct.I.,C=C o. T.0=C'.C=I1 


resultando.que les transformaciones ortogonales dejan 
invariante la forma unidad. 


Veamos ahora cómo se transforman las formas linea 
les esociadas a una forma cuadrática. 





£, Xx 
o Xx, | ! 

Según sabemos, de (11) | + J-= A-|: -y si Ftam— 
£a xa 


as formas lineales asocia- 
mos Qy> Po» 2.) Pp al 


das a la nueva forma cuadrática serás 


pero como Y = o?dox (véase (12)) 





se obtiene 


PA Ñ 
Po 1 | 22 
. = CUAL O «X= ClodoX = c! e 9 (15) 
Y f 
n a 


De aquí: se puede sacar una conclusión importante: 


“La característica de le matriz de una forma cua. 

o, a Caracteres 1 LE A pi DEM, QU 

dratica no se altera: cuando se efectua en ella una — 

E A A a A A E, z » a RR 
transformacion lineal. 


A la caracteristica de la: matriz de la forma se le 
. . . - . 
suele llamar invariante aritmetico» 


“En efecto, la característica de' la matriz A repre 
senta según (10) el núnero de leas f, que son indepen— 
dientes. Como según (15) las , son combinaciones li- 


neales de las f, y cr] 40 , habrá tantas Pi, in 
dependientes como haya de las f; independientes; luego 


la carscterígstica de la mstriz B coincide con. la de la 
matriz A. i 


3. Reduoción de uma forme cuadrática a “uma de cuadra= 


A a PJ rt a ca 


dos. Diagonalizacion de matriceso 


CA do. da 2 
Problema importante en la teoríz de Formas cuadrá 
. . . . , . 12 
ticas es el de "simplificar" un. Torma escribiendola - 
Eee A. e . 
como suma de cuadrados, mediar te une transformación li 
neal, ] 


Como una forma cuadrática que sólo posea cuadra— 
dos, corresponde a una matriz que sólo tiene elementos 
no nulos en la diagonal principal (las matrices de es- 

. te tipo se llaman diagonales) el problema citado equi- 


vale al llamado de "diagonalización de una matriz 


Este problema tiene solución según expresa el si- 
guiente teorema que nos limitaremos a enunciar: ” 
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"Mediante una transformación lineal, no sin ular, 
de las variables una forma cuadratica f puede ser redu 


o A 
cida a una forma diagonal cuadratica ] 


A, y: + y5 he. +A, Y (16) (donde A, F 0) 





El numero r de los términos diagonales no nulos, 


coincide con la caracteristica de la matriz de la for- 
ma. ; ; 


El número de términos con coeficiente positivo - 
que aparecen en (16) es también un inyariante, es de— 
cir que depende de la forma pero no de la mañéra me- - 
diante la cual se simplifica, (es decir no depende de 
la transformación lineal empleada), Se llama signatura 
de una forma cuadrática a la diferencia entre el núme- 
ro de signos + y el de signos - de (16). j 

Veamos un ejemplo, para indicar la marcha a seguir 
para conseguir la reducción de la forma cuadrática a - 
suma de cuadrados, 


Sea ES + dy + 322 - 2xy + 4xz + 5yz una forma - 
cuadrática de tres variables. Considerando los termi— 
nos que contienen la variable x (por ejemplo) es decir 
Xx, -2xy, 4xz, con ellos podemos constituir el siguien 
te cuadrado (x - y + 22)* de tal modo que la forma da- 


da se puede escribir así: (x - y + 22) 4 3y- o Oy Ze 
Se observa que además del cuadrado obtenido aparece -— 
una forma cuadrática con una variable menos. Á esta for 
ma se le aplica el mismo criterio por ejemplo con los 
términos que contienen 2  componemos el cuadrado 


- (2 - 2 y) y queda finalmente 


2 
Pa (a -y +20) - (2-2 +%Hy 


La transformación lineal x' = x-—y+ 22 ,, 
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y =z eS y 5, 2' = y Tteduce la forma fa la suma - 
2 A 
de cuadrados fa x'. -y' + 4 2! 
Por tanto la característica será 3 (como puede 
comprobarse directamente sobre la, forma dada) y la sig 
natura es 1. s 


Aparece una dificultad si la forma dada no contie 
ne ningún cuádrado por"ejemplo xy +3x2-2yZ. Pe 
ro en E casoy si se tiene en cuenta que por ejemplo 


y =7 E 4 py? - (x - 15, haciendo la transforma- 
ción lineal Xx + y = u 


x-y = vw) se obtiene la forma cuadráti 


Z <= 2 NR 


y a partir de aquí-se procede como en el caso anterior, 


4. Reducción de una forma cuadrática a forma canónica 


Vamos ahora a ocuparnos del mismo problema ante-- 
rior, pero resolviéndolo mediante una transformación — 
ortogonal. Como el resultado es único (salvo permuta-- 
ción de las variables), por eso la expresión obtenida 
se llama canónica (única). 


Este' problema se suele llamar también de "reduc= 
ción a los ejes principales" a causa de su interpreta- 
ción geométrica en el estudio de cónicas y cúadricas - 
que haremos en los temas siguientes. 


Sea la forma cuadrática X.A., XX! y practique- 
mos la transformación lineal ortogonal X= C . Y (don 


de C! = C” 1 La nueva forma que deseamos obteyer es - 
la correspondiente a una matriz diagonal B = Cho 


donde Ó,, es el símbolo de Kronecker que vale 1 si —- 
k = i y que vala cero si k fi, 


Para ello $.u :: verificarse la igualdad 
E O O ARA, DEE > (161) 
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e 
De aquí se deduce, multiplicando ambos miembros, a la 
izquierda por Cs: 


PO (17) 
o bien, detallando: 
873 8102 ... 24n 941 10 +... Cm 
tar Pee rr ton Y | “21 Cog *”” Con | - 
21 m2 “** “an 51 Cno... my 
44 12 c.. S4n Ay 0 e... O 


[e no ... San (0) 0 ce. A, 


Identificando los términos homólogos en ambos miembros, 
resulta el siguiente sistema de ecuaciones 


Z tx ej” 03 y ne 
k 


O sea, que dejando j fijo, para cada ¡ se obtiene un 
sistema: 


2 «e. +a Cc 


Sd es a Y Mie E A LU in “nj 


Soy .= ] . A a ¡ 
2j »y = 294 075 + 270 Co; + 20 3 (13) 


, > ( rs a eco. 
E A = 81 43 + 222 Coj nn “nj 
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- . ... l . ='0 
(as, As) 13 + 812 %j + 1n “nj 


a 043 + (229/03 tota Cm" o (191) 


21 


Pp... 


45 + 812 %oj +... + (a 


j = Az) 030 


n1 nn 
para cuya compatibilidad es preciso que el número A. 
cumpla la condicion J 


A Y 
80, ao - A ... 0 , 
. = (0) (20) 
m1 m2 ... Agp TA 


ecuación de grado n en A, que nos proporciona los n 
valores, Ass Ao» ..., A, considerando uno de ellos 


Aj el sistema (19') nos da los elementos de la co- 


luma j-ésima de la matriz C buscada. Por la naturale 
za homogénea del sistema (19') en la determinación de 
los elementos de cada colúmma de la matriz C, aparece 
un factor constante arbitrario. Se debe imponer la con 
n La] 

.... , £ > 
dicioón suplementaria 2, 045 = 1 (j= 1, 2, ... n) (21) 
para que la matriz C resulte ortogonal, 


La ecuación (20) que puede escribirse en notación 
matricial lA - AI| = 0 se llama ecuación caracteris- 
tica (0 secular de Laplace) de la forma cuadrática. Sus 
raices se llaman valores propios (Ó también autovalo-- 
res) de la forma cuadrática (o de la matriz simetrica 
A) y su conjunto se llama el espectro de la forma. 


5. Propiedades de la ecuación característica 0 secular 


a) Las raices de la ecuación característica son nú- 
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meros reales. 

En efecto, admi tamos por un momento que una de -— 
ellas A; pueda ser un.número complejo. Entonces los -= 
elementos Cj¿ Yue constituyen la solución de (19) se- 
ran en general complejos. Sean ij los números comple- 
jos conjugados. Multiplicando las ecuaciones (19) por 


A a 


13 Co? ...y aj respectivamente y sumando saldrás 


2 2 
»; [lo, ,1 + leo! E 112] E 
n n AE 
- 2 Lo asp ij * Oj qe 


En la suma del segundo miembro los términos con - 
subíndices iguales (i = k) sor de la forma ay; Pos ¿[$ 
y son por tanto reales. En cuento a los que tienen sub 
indices diferentes, teniendo en cuenta que Bug" Bj 


podemos agruparlos de dos en dos formando las: sumas 


= 8 (os, “ez + +" Cj 3)» 

Los dos sumandos del paréntesis son complejos con 
jugados, luego su suma es un número real. Esto nos ha- 
ce ver que el segundo miembro de (22), y por tanto el 
primero es un número regul, luego As debe ser un núme- 
ro real. 

Si ocurre que alguna de las raices de la ecuación 
característica es nula ello implica que |A|]= O es - 
decir la matriz es singular. La forma se llama en este 
caso reductible .ó degenerada, porque al llevarla a la 


expresión 2h, y: , el número de variables y, €s mena 
i 
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que el número de variables que había sn la: forma primi 
tiva. Ya hemos dicho antes que el número de: variables” 
y. coincide con la característica de le matriz A, 

i 


La ecuación característica, puede tenor Tuices _ 
múltiples, pero en este breve estudio que estamorz ha 
ciendo no entramos en la consideración de ese caso, 

b) la_ecua ecuación característica. de una forma la cuadrást; 


ermanece invariante pare _les_ Tes transformaciones 13 Ti 
ea permanece Avena AA 
neales ortogonales, es decir son “invariantes sus coevi 

neales ortogona/88y 88 YET sn Aer Bus cos 
cientes y por tanto sus raices. 


En efecto, sea la forma cuadrática P(Xy> Xo)+»,X,) 
que mediante la transformación linesl ortogonal X=C(, y 
se transforma en la forma cuedrática Gl» Yor-."Y,). 


Como la Porma cuadrática Y tx 4... +3 se - 
1 2 
transforma en la ya + y5 + boo... + Y add entonces — 
E 
Xy9 Xor ... e) Ma o o x,) 


(23) se convierte en la 
Dv e 2 
lg For +..9 Ip) AY + Y2 AH ++. + yo) (24) 


Pero según sabemos el discriminante es un invarian 
te para las transformaciones ortogonales, luego el dis 
criminante de (23) es el mismo de (24). 


En símbolos Ja - AI| =|3B- AI] (25) 


Como las respectivas ecuaciones caracteristicas - 
se obtienen igualando a cero ambos miembros de (25) Tre 
sulta demostrado el teorema. 


que la forma f(x 


6. Formas cuadráticas definidas 


Una forma cuadrática se llama definida positiva - 
cuando su valor numérico es positivo para todo sistema 
de valores atribuidos a sus variables. Si el valor nu- 
mérico es siempre negativo la forma se llama definida 


negativa. 
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Si la forma adquiere valores que no son de signo. 
constante le forma se llama indefinida. 


Son de gran interés en las _2plicaciones las condi 
ciones para que une forma cuadrática sea definida. El 
oriterio, que no demostraremos, es el siguiente. A par 
tir de la matriz A de la forma se calculan los determi 
nantes siguientes 


d, - 8, $ - 


12 1 2 3 
an |?? $, - 801, *22 *a| »» 


5 a “3% 
e..... n 7 Ha] 
es decir los menores principales de la matriz. + 


Si en el conjunto de los números 1, d,» da». ., 9, 


todos los términos tienen el mismo signo la forma es - 
definida positiva. Si los signos de los términos son - 
alternacos, la forma es definida negativa. En cualquier 
otro caso la forma es indefinida. 
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Tema 10.-— CONICAS: REDUCCION A FORMA CANONICA. INVA-= 
RIANTES METRICOS. _ 





De e» 





1. Coordenadas homogéneas en el en el plano 


Les coordengdas cartesianas (x,y) de un punto P 
del plano, pueden escribirse de infinitas maneras en - 
x' ! 
la forma x= rs) y=% (1) 
Los tres números (x', y', 2') se llaman ooordena= 
das, homogéneas del punto'P, y existen infinitas ternas 


(P> xy Py'» Pz") que corresponden « un mismo punto, 
que es el que tiene como coordenadas ordinarias 
x' y 7 
o A 
pa pa 


sea distinto de ceros. 


lo que implica que Z* —- 


Una recia cuya ecuación sea ax 4 byx40= 0, se - 
puede escribir en eoordenedas homogéneas sustituyendo 
xé y por les expregiones (1) obteniéncose 
ax! + by' + a = O, o sea que, prescindiendo de los 
acentos, paro pasor de la ecuación ordinaria a la ecua 
ción en coordenadas homogéneas basta wultiplicar el -— 
término indegendienté ce por Z llamada variable de homo 
geneidac. 


Si se tiene una Curve, representación | de la fun— 
ción dada en forms implícita por la ecuzción f(x,y)= 0, 
y se quiere toner en coordenadas honmogenez.s basta sus= 
tituir x é y por sus expresiones respectivas (1). En - 
el caso úe que f(x,y) sea un polinomio de grado n, el 
efecto práctico que eso cambio produce es el de obte— 
ner un polinomio homogéneo, del mismo grado r comple-- 
tando con potencias convenientes de Z, los términes de 
grado inferior a n. Ejemplo: la Sua e ecueción en 


coordenadas ordin«rias es ox + BAS y + 8x* - xy + 

+ 2yo - 3x44= 0, tiene la siguiente ecuación en - 
] A 2 2 

coordenadas homogeneas 2x? + 5x y + 8x2 - 5xyz + 


+ 2yoz - 3xz0 + 42> = O. 
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La razón fundamental de la introducción de las 
coordenadas homogéneas es la siguiente: 


- 


En el plano, dadas dos rectas, pueden cortarse en 
un punto ó bien ser paralelas. Resulta cómodo crear en 
cada recta del plano un ente que llamamos "punto del 
infinito de la recta", al que se llega, hablando intui 
tivamente, cuando nos alejamos infinitamente sobre la 
recta en uno u otro sentido, de tal forma que cuando - 
¿dos rectas son paralelas, podenos decir que se "cortan 
“en el -punto del infinito", o de otra forma, podemos de 
cir que una recta y todas las que le son paralelas: tie 
ner: común un' punto que es el punto del infinito de to- 
das ellas, lo que equivale a decir que todas ellas tie 
nen la misma "dirección", 


Como es natural los puntos del infinito no se pue 
den manejar mediante las coordenadas cartesianas ordi- 
nariasz el instrumento analítico adecuado es el de las 
coordenadas homogéneas. En efecto, consideremos la Tec 
ta y = mx que pasa por el origen. Si un punto 
P (x, y) de esta recta se aleja del origen, recorrien 
do la recta, sus toordenadas ordinarias cuando se en-- 
cuentre a distancia doble, triple, etc. que la inicial, 
serán (> yy) , (2x,,> 234) > Gx, , 34) +. +, (nx,, ny) 


Las coordenadas homogéneas de las distintas posi- 
ciones de P sons: 


(x,9Y,91)> (2x,, 23,9 1)> (Bx,93Y791)30.., (nx, my, 91)3.» 
o bien 4 4 4 
rd (Ay9Y49 07) > (y +3 4> 3) 9...) CE dr... 
*" Si el punto P se aleja infinitamente sobre la rec 
tay, la 32 coordenada tiende hacia cero, por lo que con 


vendremos en asignar al punto del infinito de la recta 
las coordenadas homogéneas (x4> Jy» 0) ó también 


(1, m, 0) puesto que == = m (coeficiente angular de 
la recta, ¡ 
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Recíprocamente si se da una terna (x4> Jy> 0), in 


mediatamente se puede decir que representa el punto — 

del infinito de todas las rectas del plano cuyo coefi- 
y 

ciente angular sea Mm = > 
1 


Si se considera el plano, y lo "ampliamos" con to 
dos los puntos del infinito posibles (cuyo conjunto se 
llama recta del infinito del plano), se obtiene el lla 
mado "plano proyectivo" en el cual la ecuación Z= o” 
representa la resta del infinito ya que los puntos del 
infinito y sólo ellos tienen nula la 32 coordenada. 


3. Cónicas.— Representación matricial. 


Se llema cónica al conjunio de puntos del _plano - 
(reales o imaginarios) cuyas coordenadas homogéneas ve 
rifican la ecuación: 


2 2 2_ 
a,4X + a29y + 2 219 +2 873X2 + 2 89372 + az y? = 0 


(3) 


donde el primer miembro es una forma cuadratica de las 
tres variables xyy, Z+ 


si f Los f, son las formas lineales asociadas a 
la forma cuadrática, se puede escribir (3) en la forma 
A E (4) 


En notación matricial la ecuacion (3) se puede po 
ner así: 


843 212 243 x 
(xy 2). [21 ap “3 |. Y ]-=2 (5) 
13 3 %3 _ 


o abreviadamente X! . A+. X donde X es la matriz 
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columa cuyos elementos son las coordenadas homogéneas 
X, Y, 2, de un punto de la cónica. 


El alumo conoce ya que una elipse tiene una ecua 
ción ES coordenadas ordinarias, de la forma 


5 L 55 =s1 (los ejes coordenados de con los 
a 

de la elipse), que una hipérbola es = - 7 = 1, 
b 


2 á 
que una parábola es y = 2 px (los ejes coordena-... 
dos son el propio eje de la parábola y la tangente en 
el vértice) 


Y - 


Si se cambia el sistema de referencia mediante — 
una traslación y un giro:de los ejes coordenados (y se 
escribe el resultado en coordenadas homogéneas) se Ob. 
tiene una ecuación de la forma (3). Pero si se multi 
plican las ecuaciones de dos rectas O se eleva al cua 
drado la de una recta, se obtienen también resul tados 
de la forma (3). 


Hemos de ver, en lo que sigue, que reciprocamente 
toda ecuación como (3) representa una curva que puede 
ser una elipse, una hipérbola o una parábola, o una —- 
curva con todos sus puntos imaginarios, o un par de — 
rectas distintas o confundidas» 


4. Clasificación de las cónicas. 


En el tema anterior se ha visto que mediante una 
transformación lineal de sus variables, toda forma cua 
drática se puede expresar mediante una suma de cuadra- 
dos con coeficientes positivos o negativos. El número 
de términos cuadrados es independiente de la transfor- 
mación empleada y coincide con la característica k de 
la matriz A. 


Si k= 3 se obtendrán tres términos cuadrados! 


pP Lar. Re 0 


y la cónica se llama propiamente dicha o no degeneradas 


si 
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2 resultarán dos términos cuadrados: 


Pp.Pita.-0 


que representa un par de rectas 


(P. VP+iQ. Va). (P. Yp-10Q. Ya) = 


y la cónica se llama degenerada. 


Si 


k = 1 resultará un solo cuadrado PD» PE 0 


que representa una recta doble. 


Obsérvese que en los casos k= 2 y k= 1 o - 
forma cuadrática (3) se llama degenerada y JA|= 


Se 


pueden clasificar también las cónicas atendien 


do a la naturaleza de sus puntos de intersección con - 
la recta del infinito del, plano (clasificación en géne 


ros). 


Si la recta del infinito es exterior a la cónica 
(es decir los puntos de intersección son imaginarios), 


esta se 
si 
esta se 


si 
esta se 


to z-= 
sistema 


llama de género elipse. 
la recta del infinito es tangente a la cónica, 
llama de género parábola. 


la recta del infinito es secante a la cónica,- 
llama género hipérbola. 


Los puntos de intersección de la recta del infini 


O «con la cónica (3) son las soluciones del — 


2 2 Z 
a¿4X + ao y +2 19 = 0 


ó bien 
Zz=0 
-2a + A 
a GN 
252 si 202 A 0 
Zz=0 
donde A 


33 98 el adjunto de a,y en el determinante |A|. 


= 164 - 


si Az3 >0 la cónica es de pS elipsez si. 


Azz =- O de género parábola y si Arz < 0 de genero - 
hipérbola. 
En el caso de cónicas degeneradas ([A|= 0), ez 


género elipse corresponde al par de rectas imaginarias; 
el género hipérbola al par de rectas reales y el géne= 
ro parábola al par de rectas paralelas oa la recta do 
bit. ; ds 


Si la forma cuadrática de (3) es definida (positi 
va O negativa) todos los puntos de la cónica serán ima 
ginarios y la cónica se dice imaginaria. Las condicio 
nes analíticas para que ello ocurra son a 41 0 


,, 

Ay > 0 ,» JAJ> O (forma de Paid pcitia) o. bien 
Sa <0 9, Az3 > 0 3, fajp<o (forma definida ne- 
gativa). 

En ambos casos se observa que 433 > o, luego la 
cónica cade es de género elipse. Además, en am— 
bos casos a, y «JA > 0 que es, por tanto, la condi 
ción que caracteriza a la elipse imeginaria. 


Para terminar esta clasificación queda por estu-—— 
diar el caso de las cónicas degeneradas- de género para 
bola (Az = 0). Si'cortamos tal cónica por la recta — 


y =0 a obtiene la ecuación 


L a , j hs 
ay4x 4 2 273 x + 237 O que da los puntos de inter 
sección, O sea : 





-2 + al ES e + 
a NA A A o te. Lo) 
a EA 11 
1UESS 11 11 


si Aso >0 ge obtienen dos rectas paralelas imagina- 
rias. 


Si Aso < O resulta una recta real doble 
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UY 
p 
> 
N 
10) 
Oo 


-Tesulta una recta real doble, 


Si 244 7 O se corta por la recta x= 0 y ose obtie- 
nen conclusiones análogas dependientes de 
los valores de Ary 


Los resultados A, se pueden poner en form 
de cuadro resúmen. 


a, JA] < 0 Elipse roal 
Az3 > 0 Elipse 
ay [Af > 0 Elipse imaginaria 


[a] 20 9 Az, = 0 Parábola 
Ay < O Hiperbola 
Az7 >0 Dos rectas imaginarias (que se cor— 


tan en un púnto real) 


> O Dos rectas paralelas imagi 
nerias (si 299: a 0) (1) 


la] =0 Az =0 Asy = 0 Una recta real doble 


A,; 


Ary < oO Dos rectas paralelas reales 


Az3 0 Dos rectas reales, no paralelas 


(1) Si aj, = 0 y aj H0 se mira Ao) en lugar de 
A 
11” 


4. Traslación y giro de los ejes coordenados. 

Si sometemos la ecuación de una cónica a una tras 
lación y un giro de los ejes coordenados, se pueden de 
ducir importantes consecuencias que nos ayudarán a ob= 
tener la llamada ecuación reducida de la misma. 


Sea la ecuación 


2 2 E Ml 
844X + any +2 a,9xy-+ 2 a¡yX +2 82yY + ayy = 0 


(6) 
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de una cónica en coordenadas ordinarizs (cartesianas — 

rectangulares), o abreviadamente f(x,y) = O. Si reali 

zamos una tras slación de los ejes coordenados, de forma 

que el nuevo origen sea el punto de coordenadas (a,b), 
x= x'++a 

mediante las ecuaciones resulta 

y= y! 4b 

f(x! +a,y!'+b)=0 y aplicando la fórmula de Tay 

lor se obtiene: 


f(x,y) = f(ayb) + x' . filayb) + y' . £:(a,b) 4 


== pas . fio(a,b) + o de LO Py ero) + 
x 
2 
ty. £,(a,0)] =0 (7) 
y” : . 
Si tomamos un punto (a,b) que cumpla las condi- 
ciones 22. da O Ó sea 
3x dy” 


0) 


0 


244 + 249 Y + 2r3 


(8) 


MEAN 


la ecuación obtenida no tendrá términos lineales en' - 
(x!,y'). Este punto, si existe, se llama centro de la 
cónica, por qué tiéne la ld ba de ser centro de si- 


metría ya que si un punto (x y' ) está en la cónica, 
también su simétrico (-x! Bt lo estará, 


A El sistema que define el centro tiene solución — 
unica si el determinan te 


= AñO 


Esto ocurre en las cónicas, de _género elipse y de géne 


ro hipérbola, que por esta razón se llanan cónicas con 
centro. 
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Ex "cambio para las cónicas de género parábola — 
Az = 0 y las dos ecuaciones del sistema anterior re- 


presentan dos rectas, paralelas cuyo punto de intersec- 
ción (que es el punto del infinito de esas rectas y de 
todas sus paraleies), “e puede dncir tambien que es el 


"centro" de la cónico (conteo impropio). 
A .. 
En el coso co los: cónic. + con centro, la ecuacion 
transformada tiene  ..3 mi ino coeciicicntes de los ter= 
minos de 2% gr: :0 1% lí ecuación dadas En. cuanto al - 
termino inCep.onuierre ¿le fla,b) 3 como 
as A. : 
e 2 
Ae sy ba + (9) 
33 33 


se ticne : 


f(a,b) = a(a,,2 + aypb + a, 3) + d(a, ¿2 + ayb + 873) + 


+ (a, ya + apzb + 8733) = 


= a a A EN 
e ES E 


En resúmen si se toma el: centro de la cónica como nue- 
vo origen de coordenadas le ecuación resultante de-la 

2 e ne £ 
traslación se escribe asi 


2 


. a 
2 Jal 

: ! ' yt sn 

ay dt apoyó + 2 247x y! + das 0 (10) 
Si continuamos el estudio de las cónicas con cen 

tro, poiemos ahora intentar realizar un giro de los — 

ejes coordenados, de tal forma que desaparezca el ter- 

mino rectangular. 


Según sabemos un giro de ángulo f viene represen 
tado por las ecuaciones 


XxX! = xt cos QP - y" sen. 
Anulando el coeficiente de 
y" = x" sen 4 y cos 4] x" y" resulta: 


-.168. =. 


E 2 2 
2(a99 a, 7) sen Q cos + 2 a, p(c0s Y - sen P) É 


o bien. 





(11) 


Geoméótricamente , está transformación significa Ú 
que hemos tomado: como ejes coordenados los ejes de si- 
metría, AS la' E ya que al existir únicamente tér. 


minos en que e yn s si un punto (xt,y") está en la có 
nica también lo estarán sus simétricos 


(ayy (ext y), (xy y") respecto de los ejes zo. 
ordenados. =, 


La- ecuación ob.:enida, que es de la forma 


aj, dao yu rd o. (12) 


¿ds 
se llama ecuación reducida de las cónicas con centro. 


Caso de las cónicas del 





Partiendo: de la ecuación . 
2 ] 
: ] L2 1 = 
qt +:apoy +2 24 oxXy + 2 a, +2 293 +37 0 
realicemos primero un giro de los ejes coordenados 


x= x! cos Q.-.y!' sen. 
EN de tal forma 
y = x* sen Q+y! cos q: 


que desaparezca el término rectangular. Debe verificar 
se, como ya hemos visto 


2(a09 - 2,4) sen q cosp + 2 ayo(coso ml sen? p) un 
(13) 


Pero en este caso también desaparece el término en x' 
porque su coeficiente vales; 


69: 


2 2 
a, cos" + as) sent + 2 2,7 sen«p cos (14) 
y como de la ecuación (13) se obtiene 
a 
12 12 
te Q- = resulta sen P = —R—==  »> 
22 E 
e op 
202 
cos p= —_—— que sustituídos en (14) permi 
a? SS 
2 +82 


ten comprobar su a 


La ecuación obtenida es por tanto de la forma 
2 
t U t + ! ] < 
año y +2ajy 1" 2 añ y + ay, 0 
A continuación podemos realizar una traslación 


x=xitM4a 


“que haga desaparecer el término en y" 
y! = y" +0b 
y el término independiente, para lo cual debe cumplirse 
2 año b +2 añz = 
a +.2 aj, b+a33=0 


aL PS +2 a), 


de donde se obtienen los valores de a y b. La ecuación 
final obtenida est 


año yr? + 2813 x"=0 (15) 


y se llama ecuación reducida de las cónicas de género: 
parábola. . 
Nota.- Pudiera ocurrir alguna vez como en el caso 
anterior, al realizar el giro quedara la ecuación sin 
, > . . 
sú termino en x! es decir, de la forma 


2 Lo. yl = 
año yin +2 253 y! ?+ 233 0 (16) 
En este caso una simple traslación y! = y" +%b siendo 
da 2 
b=- > permite obtener. a" yu” + az, = que re. 
presenta dos rectas paralelas (o una recta doble si 
at, = 0). 
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La interpretación geométrica de las transformacio 
nes realizadas es la' siguiente: el giro he consistido 
en tomar como eje de abscisas una récta paralela al —. 
eje de la parábolaz la traslación, ha llevado el ori. 
gen al vértice de la parábola, de. tal forma que los — 
nuevos ejes coordenados son; el propio: eje de la Pará 
bola y la tangente en el vértice, 


a de ao 
>» Inveriantes en las cónicas. 


Dada la ecuación de una cónica len coordenades == 
homogéneas  f(x,y,2) = O consideremos una función de 
los. coeficientes Fla, > 2/0» ...) tal que al efec-:- 


tuar una transformación lineal X= C X'- y. construir 
para la forma cuadrática resul tante eglx!, y', :2') la 
misma función F(ajy» 2 Lo» .«..) con los nuevos coefi- 


cientes, se verifica 
Plajyr Ajos +». = jaj? Pay q+8490= +) (11) 


donde pc] es el módulo. de la transformación lineal. Se 
dice entonces que F es un 'invariante de peso y de la 
forma cuadrática. 


Sabemos , por ejemplo, que el discriminante de una 
forma cuadrática, es un invariante de peso 2, ante las 
transformaciones lineales, 


Supongamos , por tanto, que netos la “ecuación 
de una conica a la transformación lineal consistente - 
en un giro y una traslación; las ecuaciones de dicha - 
transformación,.:en coordenadas homogéneas son; 


NS 


x= x!' cos Y - y! sen P+a 2! 
= x! sen 4 y! cos + ba El módulo de 
Z= z! 


la transformación es 


cos Pf - sen a 


sen f cos P bl] = 1 
0 1 
Por tanto, el discriminante de la cónica es un inva- -— 
riante (invariante Froyectivo) ya que JA'| = 1clé.1a1 
y en este caso JC] = 1, 


Si ahcra considerámos la cónica escrita en coorde 
nadas ordinarias 
2 
x +a 


2 
a yo +2aay +22 + 2a2y +8, =0 


11 22 
los términos de segundo grado constituyen una forma =— 
cuadrática de áos variables. Una traslacion x= x!'+a 
y=y'“+b no altera dichos términos de segundo grado. 
Consideremos pues la transformación lineal consistente 
en un giro de los ejes coordenados. 

x!' = x' cos Q- y' sen j 
E y (18) 

y! x! sen P 4 y" cos P 

Esta transformación es ortogonal luego la ecuación 

característica de la forma cuadrática 


2 2 
x + aso y +21 1 


2434 


es invariante para las transformaciones ortogonales y 
por tanto para la transformación (18). 
eu 2 
Escribiendo tal ecuacion .p=0 
+12 2297 A 


27D 


dá ” l 2 
sus coeficientes ayy + 205 y Az3 = 244% - 8/0 
serán invariantes 'para la transformación. (18). 
El invariante a,, + ap7, se llama "métrico" y el 
A,, se llama invariante afín. 
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Si se anula el invariante proyectivo de una cónica 
ésta es degenerada. 


Si se anula el variante afín, lá cónica es de - 
género parábola. 


Si ge anula el invariante métrico, se trata de una 
“cónica”. équilátera, (es decir de una hipérbola equiláte 
ra si no es degenerada). o 


Reducción de' la ecuación general de una conica. 
a) Caso de las cónicas con centro. 


Hemos demostrado ya que en.este caso, la. cónica me 
diante una traslación y un giro adecuados, se puede - 
llevar a la forma, 


ajy 07 tag y 3 + 0 (19) 


El cálculo de los coeficientes de esta ecuación - 
reducida se hace» ¡sin dificultad por medio de los inva- 
riantes. 


La e ncidiós de los invariantes métrico y -- 
afín nos permite escribir; 


t ! an 
244 + 899 = 344 ay 
sistema que permite 
a! 1 
11. Sin = Ay 
1 
calcular ar4 Y abo. 


El invariante proyectivo nos da 
|a*] = 874 Up 233 = [A] de donde se obtiene 


= 173 - 
JAL 


al = Az3 + Los casos posibles que se pueden presentar, 


atendiendo a los signos de los coeficientes de (19), — 
con su interpretación respectiva son los siguientes: 


+ + + Elipse imaginaria 


dba “t real 

+ - + Hipérbola 

+ - - n 

+ + 0. Dos rectas imaginarias 
+ - 0. Dos rectas reales 


b) Caso de la parábola. 

En este caso hemos ya demostrado que la ecuación 
reducida, obtenida mediante una traslación y un giro - 
adecuados, es de la forma 


1212a] 0 (20) 


aso y' 13 E 


El cálculo de los coeficientes de (20) se hace par 
medio de los invariantes metrico y proyectivo 


= ay +2 año = 14 +2 





Si ocurre el caso de obtener la ecuación reducida 
2 ; : R 
= asta con los invariantes de que 
80 y + qa O no bas q 
disponemos para calcular el coeficiente al3. En este - 


caso para obtener la ecuación reducida se puede seguir 
la marcha indicada en el párrafo 4, y continuar con lo 
indicado en la nota. 
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Tema 11. CUÁDRICAS: REDUCCION A FORMA CANONICA. INVA- 
—— 77 'RIANTES METRICOS. 


Antes de estudiar las cuádricas en general, pare 
conveniente exponer brevemente la generación y las — 
ecuaciones de las cuádricas, cuando se toman como pla- 
nos coordenad os los planos de simetría. Empezaremos — 
por las cuádricas con centro (elipsoide e hiperboloides) 
para exponer después lo relativo a los paraboloides., 


.. ye -. 2 z 
1. Generacion y ecuacion del elipsoide. 


Consideremos en el plano OXZ una elipse directriz 
. . .? oe. 
de semiejes a, C. Su ecuacion en este plano sera 


z 











E GB. 1 (1 
le 


Sea otra elipse directriz de semiejes b, ce contenida — 
en el plano OYZ y cuya ecuación en dicho plano es 


2 2 


pe e“ 


El plano 2= h, corta a la primera en el' punto A,5la 


cuerda 044, mide 





o a: (3) 


El. plano corta a la segunda elipse en el punto B, sien 
do O 


0184 Ya TA 





(4) 
La elipse situada en el plano 2 = hy) Y CUYOS SOMim 
ejes son Xp»Y4» Se proyecta sobre el plano OXY en — 


otra elipse de ecuación 





e 2 
5) + ++. (5) 


Al desplázarse el' plano 2 = hy varíen los semiejes — 


0/4, y 0/B, de la elipse gengratriz, que al moverse 
va engendrando la super ficie llamada elipsoide. 


Como la família de elipses obtenidas 'sobre el pla 
no OXY tienen pgr ecuación (5) o sea' 





2... ] Ls SR 
2 dad 
a 2 2 O A A 2 
5 (e > a) 7 (o = n4) 
e e 


sustituyendo h, por Z,. se tendrá. después de sencillas 
operaciones 








2 2 ¿2 
ARA (7) 
a b Cc 


que es la ecuación del elipsoide. 


Las elipses situadas en los planos coordenados st 


cs 


llaman secciones principales del elipsoide. Las rectas 

de intersección de los planos principales se llaman — 

ejes. Los puntos a A', B, B', € y C*', se llaman vérti 

ces. Los números abo se llaman longitudes de los seri 
ejes. 

Si aby sson desiguales, el elipsoide se llama 
escaleno; si dos de los semiejes son iguales, por e jem 
plo a=b se dice que el elipsoide es de revolución 
ya que se puede obtener girando la elipse ACA'C' alre 
dedor del eje 0%. Si a=b= € se obtiene una esfera. 


En las ecuaciones (3) y (4) se observa que cuando 
h<c el plano Z= h determina una elipse real que 
engendra la parte real de la superficie, al variar h 
en el intervalo (-c,c). Sies h=« dicho plano es 
tangente en € y la elipse se reduce a un par de rectas 
imaginarias conjugadas que pasan por el único punto — 
real de la línea, que es el de contacto, definidas por 
el sistema 


2 2 





Para valores de h>»«e la curva de intersección no — 
tiene ningún punto real. La parte real de la superfi— 
cie está pues comprendida entre los planos 2=cC y 
Z = -C.o Igualmente se ve que lo está también entre los 
Planos x=a,)x=-a y entre los y=Db,y=-b, - 
que son tangentes en A, A', B y B'  respectivamente»- 
De la ecuación (7) se dsduos que la superficie es simé 
trica respecto de los planos y ejes coordenados que — 
son los planos y ejes de simetría de la misma y respec 
to del origen que es el centro. 


Ecuaciones paramétricas del elipsoide. 


- Xx 2 
De la ecuación (7) se deduce que < , + |< de 
ben ser en valor absoluto menores que 1; se pueden por 


-= 178 -=. 


tanto interpretar como cosenos directores de una Tecta; 
se tiene por lo tanto 


x=acosk ,, y =b cos H »» Z= C COSY (8) 
que con la condición 
cos? A + cos” p + coso y = 4 (9) 


Se puede obtener una representación paramétrica - 
racional utilizando la identidad 





A E A A 
de la que se deduce: 
E O PE ANO E 
E 
(10) 
Finalmente, si llamamos al radio vector que une el 


centro O, con un punto P x,y,2) de la superficie y — 
A) B, yx. los ángulos que la recta OP forma con los 
ejes coordenados se tendra 

x=pc<cooa », y = pcos fp ,, z =p 00s y (11) 


por lo que la ecuación (7) se escribe así: 


1 E coscel m cos AB 1 sos” (12) 
pi al p? ot 


que es la ecuación del elipsoide en coordenadas llama- 
das polares cuaternarias. De esta ecuación se deduce 
que toda semirrecta que parte del centro 0, corta a la 
superficie en un punto, lo que prueba que ésta es cerra 
da. 


2. Generación del hiperboloide de una hoja. 


Consideremos en el plano. 0YZ una hipérbola direoc- 


triz BB,B'B; de ecuación 





2 
x 
2 
a 
Sean A,B,41Bj 
z = h. Se tendrá 
0,/A, = Xx, 
0/B, = Yy 


tuir h por z, resultando 





b 
= = Wo 
c 


Zo (13) 








p = 1 (14) 


los puntos de intersección con el plano 


(15) 


o lo 
le) 


e po (16) 


Tomando como generatriz 
de la superficie la elip 
se de semiejes Xy 9Y 73 de 


finida por el sistema 


(17) 


al variar h, engendra — 
una superficie que reci- 
be el nombre de hiperbo- 
loide de una hoja o hi- 
perboloide alabeado. 

La ecuación cartezia- 
na se deduce de (17) des 
pués de poner los valores 
de x;, SY, sacados de - 


(15) y (16) y de susti— 








E 
AA A 1 (18) 
a b 


La elipse ABA'B! ¿junto con las hipérbolas situadas — 
en los planos XOZ, YOZ, se llaman secciones principa—— 
les; la primera Posibe el nombre de elipse de garganta, 
Las rectas de intersección de los planos de las seccio 
nes principales se llaman ejes; los números 2 2ay 2 E 
se llaman longitudes de los ejes transversos y y el2 ZW 
eje imaginario o no de Los puntos A, B, AN). 

se llaman vértices. Si es =b las elipses eo 
trices son circunferencias ; la superficie se llama hi 
perboloide alabeado de revolución, porque puede ob tener 
se por el giro de la hipérbola. A 147: A! 1Atqs alrededor 
del eje OZ, 


Generatrices rectilínease 


Si escribimos la ecuación (18) en la forma 





Ze qe 2 
EA e Aa O sea 
a? lo p? 


Xx Z 
E + 


e AA 


a 


de ella deducimos los dos sistemas 


Hita] od 
9 (19) y (20) 

e PRI: OS sd E E O. IA 

a e a das ) a o a 5) 


Estos dos sistemas definen para cada valor de u y Y — 
rectas contenidas totalmente en la superficie. A las - 
rectas que se obtienen al hacer variar u las llamare— 
mos gensratrices u, y a las otras, genertatrices ve 


Dos generatrices de un mismo sistema se cruzanyes 
decir, no pueden estar en un mismo plano, puesto que — 


= “lv 
de ocurrir asi tendrían un punto común (x! ¿yy 'y2',t1) 
que verificaría las dos ecuaciones (19) (o las dos — 
(20)) hechas honogéneas, resultando que para los mis— 


mos valores x',y',2',t' saldrían dos valores distin 
tos de u (Ó de v) cosa imposible. 


En cambio dos generatrices de distinto sistema es 
tán en un mismo plano es decir que se cortan o son pa- 
ralelas. En efecto, igualando los segundos miembros de 
las segundas ecuaciones de (19) y (20) se obtiene 


1 1 e uU-v 
A dd A 


Sustituyendo por ejemplo en (19) resulta 








—= + = = u(1 - 7) = u + + Análogamente 
e 2 = == - = de donde se obtiene, por suma y 
resta E y a + En resumen: 


fórmulas que determinan las coordenadas (x,y,2) de un 
punto de la superficie en función de los dos parámetros 
4 y y que definen las dos generatrices Trectilíneas de 
distinto sistema que pasan por el punto. Las ECUORIGnen 
(21) no son más que una representación PAra acélrica de 
la superficie. 


Cono asintótico. 


En coordenadas polares cuaternarias (p AB y) 
se tiene x= P cos o y = p eos B| Z=pPCcCosJy»,- 
por lo que sus ti tuyendo en la ecuación del hiperboloide 
se obtiene la ecuación 


2 2 2 
4, eos cos É _ 208 (22) 
P ge 44) c 
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Esta ecuación prueba que las semirrectas que pasan por 
O se dividen en tres grupos: 


12) Las que corresponden a valores «X, » Y >» que 
hacen positivo el segundo miembro de (22)j se llaman - 
diámetros transversos porque cortan a la superficie en 
dos puntos simétricos respecto del origen y a la dis. 
tancia P. de este punto. 


22) Aquellas cuya dirección corresponde a valores 

Y» que hacen negativo el segundo miembro de — 

Es se llaman diámetros no transversos o imaginarios 
porque no cortan a la superficie en puntos reales. 


32) Las rectas que hacen nulo el segundo miembro de 
(22). Para ellas se obtiene = 00 y se llaman asin- 
totas principales de la superficie. Todas estas asinto 
tas forman una superficie cónica con vértice en el ori 
gen, cuya ecuación cartesiana es 


2 2 2 








=0 (23) 


Este súperficie se llama cono asintótico del hi- 
perboloide y los planos tangentes al cono, planos asin 
tóticos de aquel; las rectas del plano asintótico para 
lelas a la generatriz de contacto de dicho plano con - 
el cono asintótico se llaman asíntotas. 


3. Generación del hiperboloide de dos hojas». 
1 


Tomemos como directrices dos hipérbolas: la A¿CC'Ay 


contenida en XOZ de ecuación en dicho plano 


x* ge 
RO + EEES 1 (24) 
a c 


y la B,¿C0C'B; contenida en YOZ, de ecuación 


Gi (25) 
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El plano Z= h(> c) corta 
a la primera en los puntos — 
A, y A, siendo 


+ af? 2 
Ay = xy = 7 Yhn=0 


y a la segunda en los puntos 
B, y B, siendo 


a pa f,2 2 
01B4 = yy == Nh -c. 


Consideremos como generatriz 








la elipse 
mm 2 

2 2 + =. 1 contenida 
A Y1 z=h en el 


plano Z= ho. Al variar h se mueve y deforma la elip- 
se generatriz conservándose su plano paralelo al OXY y 
engendrando una hoja de la superficie llamada hiperbo- 
loide"de.dos hojas, cuyos puntos satisfacen la ecua— 
ción cartesiana 


2 2 2 
El EI 5 =1 (26) 








como se deduce fácilmente. Cuando h varía desde -c á 

-00 se engendra la otra hoja de la superficie. Cuando 
h toma valores tales que |h[<c el plano z= h de-- 
termina cuerdas imaginarias en las hipérbolas directri 
ces, siendo por tanto imaginarias las elipses genea— 
trices y por tanto es imaginaria la parte de superfi-- 
cie comprendida entre los planos Z=C332=-C +. Pa 
Ta 2==cC se tienen los vertices de la superficie -— 
que son los puntos de contacto de dichos planos que — 
“son tangentes, 


El número 2 c se llama longitud del eje transver— 
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so y los números 2 a y 2 b módulos de los ejes no — 
transversoS. En el caso de ser a = b, el hiperboloide 
es de revolución alrededor de OZ porque las elipses ge 
neratrices son circunferencias. 


Sea la distancia del origen a un punto de la su 
perficie,s y A, B) Y , los ángulos que forma la rec 
ta OP con los ejes coordenados. Como 


x= cos Ay y = p eos B 1) 2=pcof 3 - 
sustituyendo en la ecuación (36) se obtiene 
2 2 2 
1 cos” ol cos” fB cos Y 
A E (27) 
P a b e 


que es la ecuación de la superficie en coordenadas po- 
lares cuaternarias. De esta ecuación se deduce que — 
existen entre las rectas que pasan por el origen, tres 
gTUpos : 


12) Aquellas cuyos cosenos directores hacen positi- 
vo el segundo miembro de (27), que dan valores reales 
para P y se llaman diámetros transversos por cortar - 
a la superficie en dos puntos simétricos respecto de O. 


22) Las que dan al segundo miembro, valores negati- 
vos, que se llaman diametros no transversos, y no cor- 
tan a la superficie por salir P imaginario. 


32) Las que anulan al segundo miembro, que hacen — 

= 0 y se llaman asíntotas principales. La superfi- 
cie cónica que forman se llamasicono asintótico y su —- 
ecuación es la misma (23): 








Es inmediato comprobar que existen rectas de las tres 
clases. 
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Ecuaciones paramétricas. 
La. identidad 


-(2 uy? - (2 yy? +(14 ae y2y? = (1 - y? y2)? 


nos permite escribir 





__ 2u__ Y - 2 Y 
= 15 - > 39 
a 1 - ye - ye b 1l- uf - ye ll né - ye 


(28) 
que constituyen una representación paramétrica racional 
de la superficie. 


2. . 
4. Cuadricas con centro. 


Las ecuaciones obtenidas para el elipsoide y los 
dos hiperboloides se diferencian entre sí únicamente — 
por los signos de los coeficientes. Todas ellas respon 
den a la fórmula general 


> AX +HBy 402 =D (29) 


en la que siempre puede suponerse  D>O0, 


Si los tres coeficientes A, B, Cy son positivos 
se tiene un elipsoide que se puede escribir 


2 2 2 








si hay dos positivos representa un hiperboloide de una 
hoja, y si hay un sólo coeficiente positivo correspon 
de al hiperboloide de dos hojas. Los restantes casus = 
posibles en la ecuación (29) son los siguientes; 


a) Sí los tres coeficientes A, By C son negati_— 
vos la superficie no tiene ningún punto real y se dice 
que es un elipsoide imaginario cuya ecuación se puede 
escribir 








b) Si D=0 siendo distintos de cero A, B y C la 
ecuación A xo +B ye +C 20 representa un cono,- 
real o imaginario cuyo vertice es el origen de coorde- 
nadaso 

c) Si uno solo de los coeficientes A, B, C es nulo 
se tiene un cilindro y sí son nulos dos al menos de — 
los cuatro coeficientes A, B, C, D se tienen dos pla- 
nos. 

Todas las superficies representadas por la ecua-—-— 
ción (29) se llaman cuádricas con centro; el centro es 
único en los casos a y b. 


Los conos asintóticos de los elipsoides reales o 
imaginarios tienen por ecuacion. 








e 2 a 
Y En0 
mE ye mE 


y son por tanto imaginarios. En cambio los conos asin- 
A » . LA 

toticos de los hiperboloides cuya ecuacion es la (23) 

son reales. 


5. Estudio de los paraboloidos. Generación y ecuación. 


Consideremos una parábola en el plano OXY,de ecua 


ción 
2 
y =2px (30) 
y otra en el plano OXZ de ecuación 
puna q xXx (31) 


La superficie de traslación engendrada por éstas se — 
llama paraboloide, es decir que esta superficie se en- 
gendra por una parábola móvil igual a una de las dos,Y 
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que coincidiendo con ella inicialmente se traslada a - 
. - . . > gq . . 

partir de dicha posicion inicial, apoyando cons tañte- 

mente su vertice en la otra, 





Si los dos parámetros Pp y 9 tienen el mismo signo 
(que supondremos positivo), las dos parábolas tendrán 
su concavidad en el sentido del eje OX y la superficie 
engendrada se llama paraboloide elíptico ordinario. Si 
By q son respectivamente positivo y negativo las con= 
cavidades serán opuestas y la superficie engendrada se 


llama paraboloide hiperbólico. 


Considerando por ejemplo el caso del parabol.ooide 
elíptico, sea P un punto cualquiera de la parábola ge- 
neratriz que en su posición inicial coincide con MOM! 
y 0, un punto cualquiera de la segunda parábola, que - 
hace de directriz, NON!. Cuando por efecto de la tras= 
lación llegue la móvil a la posición M,0,M; el vec— 


tor OP se habrá trasladado a la posición 0/2, siendo 
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—» a 
cons tantemen te OÍ = 04P, + La ecuacion vectorial inme 
diata == 


o? = 089, + 0,P, = 00% 4 05 


. . Y 
se puede escribir asi: 


2 2 


L-I+tuJ+rtI4+vKk= 


xIl4+yJ3+2K 29 23 


lS + 5) ItuJz4vkK 


equivalente a esta representación paramétrica 
pl yo 
E PA A e AY 


de la que se deduce la ecuación cartesiana 





2 E 
a y A =2x (32) 


Todo lo que se acaba de decir es aplicable al parabo-- 
loide hiperbólico cuya ecuación es 





2 Ze 
a a (33) 


Las dos parábolas MOM! y NON! se llaman secciones 
principales. El eje OX común a estas dos parábolas se 
llama eje del paraboloide y el punto O vértice común 


de estas dos parábolas se llama vértice de la superfi- 
cie. 


Generatrices-rectilíneas del paraboloide hiperbólico. 
Escribiengo la ecuación del paraboloide hiperbóli 
2 
co A 27 = 2x enla forma 
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z 
UBA A = 2 x , de ella se puede de 
V» va 


e Mo dos sistemas 








EE 
po ES +3 La 
Vo ya 
dE AAA 
AS Xx = y (35) 


mo E E 

Va va 
Cada uno de estos sistemas define dos haces de planos 
proyectivos cuyos _Pblanos homólogos (obtenidos para un 
mismo valor de u ó, de y) se cortan según una recta va= 
riable que engendra la superficie, Luego existen en — 
los paraboloides hiperbólicos dos sistemas de: genera- 
trices rectilíneas que denominaremos generatrices u y 
Y. Las propiedades de estas generatrices song 


12) Por cada punto P(x/>34927) de la superficie - 


pasan dos generatrices, una de cada sistema, que son = 
las rectas que corresponden a los valores de u y y 0b= 
tenidos de (34) y (35) al sustituir las coordenadas de 
?, en ellos, 


22) Dos generatrices de distinto sistema se cortan 
en un punto cuyas coordenadas pueden deducirse de los 
sistemas (34) y (35), de los que se obtiene fácilmente 


Lou+rv se ERA y) X= 2uv (36) 
v» va 


que pueden considerarse como las ecuaciones paramétri- 
cas de la superficie y que establecen una corresponden 
cia biunívoca entre los puntos de la superficie y el = 
par de valores (u,v). 


10 


39) Dos generatrices del mismo sistema se cruzan), = 
porque si por ejemplo dos generatrices Uy Y Us se 


cortaran en un punto (x',y',2') al sustituir estas - 
coordenadas en los primeros miembros de (34) habrían - 
de obtenerse dos valores Uy Y Uo distintos, lo que -— 
es imposible. 

42) Las generatrices u obtenidas del sistema (34) - 
son todas ellas intersección de planos de la forma — 


Ty -2u con otros, luego resultan paralelas 


O (37) 
Y» ya 


Analogamente las generatrices obtenidas del sistema — 
(35) son todas ellas interseccion de planos de la forma 


TÉ -2v con otros, luego son paralelas al — 
Vo va 
plano, 

_.0 (38) 


Vo va 


Obsérvese que la intersección de la superficie, escri- 











2 2 
ta en coordenadas homogéncas: + - 2 2tx,- 
con el plano del infinito t= 0 ge reduce al sistema 
2 2 
e A 
P q ; 
y se compone de la recta del infi 
t=0 
=D 
to de los planos j A 
z Va va 
=0 





E A. 
Vo va 


AA 


que no son otros que los (37) y (38) y se llaman pla— 
nos asintoticos. El cono director con vértice en el —= 
origen, se reduce al producto de los dos planos cita-—— 
dos que se llaman también planos directores. 


Estos paraboloides son caso particular de las su- 
perficies, no estudiadad"Mamadas conoides, puesto que 
se pueden considerar engendrados por rectas que se apo 
yan en otras dos (que sean generatrices de un sistema) 
y son paralelas a un plano director. 


Finalmente indicaremos que las ecuaciones (36) se 
llaman ecuaciones en coordenadas asintoticas, nombre — 
. SISTPPOpaAS ISPEOTELaS: 

que se aplica a los parametros u y yo. 


6. 


Coordenadas homogéneas en el espacio R3, 


Las coordenadas cartesianas (x,y,2) de un punto P 


del espacio pueden escribirse de infinitas maneras en 
la forma 


x! t zt 
X= “Gro y» y - »” 2=¿ (39) 
Los cuatro números (x', y', 2', t1) se llaman coorde- 
nadas A cen punto P y existen infinitas cua- 


ternas (px »p2» +!) que corresponden a un 
mismo punto es coordenadas ordinarias son los cocien 


tes Lx! Ly! 


UN Sn , lo que implica que t' sea — 
distinto de cero. 


La razón fundamental de la introducción de las —— 
coordenadas homogéneas, es, como en el plano, la de — 
crear el instrumento analítico para tratar los puntos 
del infinito de las rectas del espacio. En efecto, un 
razonamiento análogo al hecho para el plano perito ob 
tener las coordenadas homogéneas del punto del infini- 
to de la recta OP, siendo P ¿(45 Ya» 2,) resultando 


(x,> Y4» 24> 0), es decir que la última coordenada es 


cero. Los puntos del infinito de las rectas paralelas 
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al plano OXY tienen nulos sus dos últimas coordenadas; 
en los puntos del infinito de las rectas paralelas al 
plano OXZ se anulan la 2% y la 4%, etc. 


Las coordenadas de los puntos del infinito de los 
ejes OX, OY, y OZ, son respectivamente (1, O, O, 0), 
(0, 1, O, 0) , (0, 0, 1, 0). 

La cuaterna (0, O, O, O) no representa ningún pun 
t0. AS 

Dado un plano ax+bytcz4d=0 en Coor-. 
denadas ordinarias, para hallar su ecuación en coorde. 
nadas homogeneas bastara sustituir xy Y») 2%) POr sus ex 
presiones (29), resultando (después de prescindir de -. 
los acentos) axt+by+cz4dt=0. 


Se llama plano del infinito al conjunto de todas 
las direcciones o puntos del infinito de todas las rec 
tas del espacio, y como todos estos puntos y sólo ellas 
tienen nula la cuarta coordenada, diremos que la ecua- 
ción t= 0 representa dicho plano del infinito. 


Sobre cada plano, existen infinitas rectas cuyos 
puntos del infinito constituyen la llamada recia del -= 


infinito del plano. Con esta definición, podemos decir 
que dos planos paralelos tienen como recta de intersec 


ción la recta del infinito de ambos. Si un plano tiene 
de ecuación a x + b y+4cz4+dt=0 su recta del - 
infinito tiene las ecuaciones 


ax+by+cz4dt=0 
t=0 


7. Representación general de las cuádricas». 


Se llama cuádrica al conjunto de puntos del espa- 
cio (reales o imaginarios) cuyas coordenadas homogéneas 
verifican la ecuación 

2 2 2 
ay7X + ay + ay y2 +2 21009 + 2 ay yX2 + 
2 
22 t = 
2 A9yyz + 284/X4 +2 a9yyt + 283/24 + Es ( 
40 
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que se puede escribir de diversas manerasz una de ellas 
es 


Xx ía + y £, tz to + + f, =0 (41) 


donde L, Ls L, f, son las formas lineales asociadas 


a la forma cuadrática que constituye el primer miembro 
de (40) y que como se recordará son las semiderivadas 
parciales de la forma cuadrática. Mediante matrices,la 
ecuación se escribe así: 


844 2479 3 14 x 
Aa 09 99: 894 y. 

A O A E 
+14 2 “4 4 s 


o más brevemente 
XA. X=0 (421) 


donde A es la matriz de coeficientes de la forma y X 
la matriz columa de elementos Xy Jy Za te 


Conocemos ya los elipsoides, hiperboloides y para 
boloides cuyas ecuaciones son de la forma (40), asi co 
mo sus transformadas al cambiar el sistema de referen- 
cia. Existen otras superficies llamadas conos y cilin- 
dros cuádraáticos cuyas ecuaciones son tambien de esa — 
forma. Finalmente si se multiplican las ecuacionés de 
dos planos, reales o imaginarios conjugados distintos 
o confundidos, se obtendran tambien ecuaciones de la -— 
misma forma, 


Veremos que, recíprocamente toda ecuación de di— 
cho tipo (40) representa alguna de las superficies que 
se acaban de citar. 


La teoría de las formas cuadráticas nos permite — 
estudiar una primera clasificacion de las cuadricas — 
atentierdo a la característica k de la matriz A. 
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sí kh = 4, sabemos que mediante una transformación 
lineal adecuada se puede escribir la forna del primer 
uiembro de (40) como suma de cuatro términos cuadrados 


y la ecuación (40) aparece así; 


L. Prd. É ironia. Ss .0 (43) 


la cuádrica, en este caso se llama propiamente dicha o 
no degenerada. Veremos que este caso corresponde al -— 
elipsoide, hiperboloides y paraboloides. 


Si k= 3, se dbtendrán tres términos cuadrados 


O A E E (44) 


Veremos que este caso corresponde a los cilindros y co 
nos cuadráticos. 
Si -k= 2 se obtendrán dos términos cuadrados 


A (45) 


que representa un par de planos. 
Si k= 1 se obtendrá un solo cuadrado 


p.Po=0 (46) 


que representa un plano doble, 


8. Traslación y giro de los ejes coordenados.- Centro 


de las cuadricas. 


Vamos a someter la ecuación de una cuádrica a la 
transformación lineal consistente en una traslación y 
un giro de los ejes coordenados con el fin de obtener 
la ecuación reducida de la misma. 


Escrita la ecuación (40) en coordenadas ordina- - 
rias, y en forma abreviada, sea f(x,y,2) = O. 


La traslación 
X=x' la ss Y= y! +bDO,, 2=2Z!' te (47) 


» 


nos da el resultado £[x'ta ¿E 2140] =0 o - 


= 19D - 


bien aplicando la fórmula de Taylor 


f(a,b,e) +37 e 22 + y! 21 +2! 2£, 


4 
2 dy qn (asby0) 
(2 
Ll (ar DE, 1 2%, 92) 
s úl y Ñ 92 (a,b,0) 


(48) 
Escojamos como nuevo origen el centro de simetría 


de la cuádricas Tal punto, si existe, debe cumplir las 
condicionés 


23£ 9r dr ea 
3” 0 Sy “0 a 0 o bien 
213 x + a/79 y + 243 z +2 214 =0 
249 X + apo y + 297 E + Soy = 0 (49) 


243 z + 203 Y + 233 z + 834 = 0 


ya que la ecuación (48) no debe tener términos de 12 
grado en las nuevas variables, porque si el punto —— 
(x!, y', 2') está en la cuádrica también debe RENARLA 
el (=x!, -y!, -21). 


La discusión del sistema (49) nos puede dar Ccon=——: 
clusiones de utilidad práctica. El caso _más sencillo — 
se presenta cuando (49) tien: solución única, que será 
de la forma 


A A A 
M4 LA E: (50) 
Ey >" "Hd Bas 


(lo que exige Ea F 0) (recuérdese que 4 represen 


ij 

ta el adjunto de a.. enel determinante de la matriz 
1J 

A). Cuando ocurre esta circunstancia, la superficie se 

llama cuádrica con centro (tal es el caso de los elip- 

sdides. hipernoloides y conos). 
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¿El 2. 0 “onsideremos la caracteristica k! de 
la matriz úd coeficientes de (49). Si k' = 3, las 
tres ecuaciones de (49) representan tres planos sin — 
ningún punto común, pero como las rectas de intersec-. 
ción de esos planos tomados de dos en dos son parale_ 
las se puede decir que los tres planos (49) tienen un 
punto del infinito común» Ese punto se llama centro im 


propio de la cuádrica (paraboloides). 


Si la característica k' de (49) es 2, significa 
que los tres planos (49) pertenecen a un mismo haz ,lue 
bo hay una recta de centros. Este caso incluye la posi 
bilidad de que los tres planos (49) sean paralelos — 
(recta impropia de centros). La interpretación geomé— 
trica es la siguiente: la recta de centros corresponde 
a los cilindros elípticos o hiperbólicos y a los pares 
de planos secantes. Si la recta de centros es impropia 
se trata de un cilindro parabólico. 


Si la caracteristica k' es uno, las tres ecuacio- 
nes (49) se reducen a unas luego existe un plano de — 
centros; tal es el caso del par de planos paralelos y 
del piano doble. 


Si consideramos nuevamente la ecuación (48) y nos 
ceñimos al caso de las cuádricas con centro, una vez - 
realizada la traslación al centro, podemos a continua- 
ción considerar la forma cuadrática de tres variables 
constituída por los términos de 2% grado en xl, Yly 2) 
y mediante una transformación ortogonal reducirla a su 
ma de cuadrados. Geométricamente esto significa que se 
efectúa un giro de los ejes coordenados de forma ¿que - 
los nuevos planos coordenados sean los de simetría de 
la cuádrica. Se obtiene así la llamada ecuación reduci 
da de la cuádrica que debe ser del tipo siguiente 

a xnó + b yu +c gnó +d=0 (51) 

El método más sencillo para obtener la ecuación z 
reducida, consiste en la aplicación de la teoría de 185 
formas cuadráticas. 
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Como la traslación (47) no modifica los términos 
de segundo grado, consideremos la forma cuadrática — 
constituída por ellos, es decir: 


2. 2 2 
ES + apoy 2 23 y2 + 2 ayy $2 ay 3X2 +2 Ap3XZ 


(52) 


Para encontrar la transformación ortogonal que re 
duce esta forma cuadratica a una suma de cuadrados», hay 
que resolver la ecuación característica 


17 3» 213 
12 227) 0003) 
893 823 833 A 


cuyas raíces son, como sabemos, números reales. En el 
caso de las cuádricas con centro (Arg 0) la ecua- — 
ción (53) no tiene ninguna raíz nula, y por tanto la — 
forma canónica resultante tiene tres cuadrados, como — 
se indica en (51); los coeficientes a, b y e de (51) 
son precisamente las raíces de (53) gue supondremos — 
distintas. MS 


En el caso de los paraboloides (cuádricas con cen 
tro único impropio) se verifica 7 = O. En este caso 


la ecuación característica (53) tiene una raíz nula, y 
la forma cuadrática (52) se transforma en suma de dos 
cuadrados. Podemos aprovechar la traslación (47) para 
anular los coeficientes de las variables y", 2" y el 
término independiente, obteniéndose la ecuación 'reduci 
da del tipo 
ayi bar 2oxm=0 (54) 
Nos queda por considerar los casos importantes de 
los cilindros y conos. Los conos aparecen en la discu- 
sión de la cuádrica reducida (51) cuando d = 0. Es in 


mediato comprobar que d= do luego |JA| debe ser 
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cero para que la cuádrica sea un cono. En resúmen si - 
llamamos h a la característica de la forma cuadrática 
(52) y k como ya se dijo es la característica de la ma 
triz A, “las condiciones h= 3, k= 33 caracterizan a a 
los conose ll 


Examinemos ahora el caso h= 2 k=3.2 Como aho 
ra tenemos una recta de centros, la traslación (47) — 
donde el punto (a b,c) es un centro hace desaparecer 
los términos. de ¡ grado de la ecuación (48). sin mo. 
dificar los de segundo grado. La transformación or togo 
nal que reduce la forma (52) a forma canónica propor— 
cionará una suma de dos cuadrados (una de las raíces - 
de la ecuación caracteristica es nula por ser Ayg = 0) 
Luego la ecuacion resultante sera del tipo 


ax" 4b ye ¿o=0 (55) 


que represeuta un cilindro elíptico (real o imsginario) 
o un cilindro hiperbólico, segun los signos de los nú- 
meros a, Db y Ce 


Finalmente si h= 1, k= 3 (para lo cual forzosa 
mente la característica k' de (49) debe ser 2), no hay 
centro, sino recta impropia de centros. Se puede demos 
trar que en este caso la ecuación se puede poner en Ta 
siguiente forma reducida 


b yn t2cox"=0 (56) 


que representa un cilindro parabólico. 


9. Invariantes. 


Según sabemos de la teoría de las formas cuadrati 
cas los coeficientes de la ecuación caracteristica son 
invariantes para las transformaciones ortogonales. 


Consideremos la forma (52) constituida por los — 
términos de 2% grado en x y 2, y su ecuación caracte— 
rística (53) que desarrollada es de la forma 


3 2 
APA TA A 0 (57) 


= 19 = 
donde hemos llamado 


l- +a 


1 
p 
—h 


22 + 333 


Z (58) 
J + ASAS 


l 
> 
= 


1 
1 


siendo Af,» Años Az, los adjuntos de los elementos = 


244) do7r Az calculados en Ayg* 
los coeficientes 1, J y Arz son invariantes pam 


ra toda transformación ortogonal, como es por ejemplo 
el giro de los ejes coordenados sin cambiar de origen, 
Como una traslación no altera los términos de (52) pue 
de afirmarse que los coeficientes de (57) son invarian 
tes para poa movimiento de los ejes (rotación y 
traslación). A llama invariante lineal, J invarian- 
te cuadrático, y A 44 invariante cúbico. 


Consideremos ahora la forma cualrática (40) y — 
efectuemos una transformación lineal consistente en un 
giro y una traslación de los ejes coordenados. Las — 
ecuaciones de la transformación son: 


x= x! cx, + y! As + z! e,.+ ta 


py paro pardo 


Ya 4 y! Fo 4 z! Y to (59) 


y 


2 


t= +! 


representan los cosenos directos de los ángulos que — 
forman los antiguos ejes con los nuevos. 


El discriminante de la forma cuadrática es u” in= 
variante de peso 2. Como el módulo de la transforma= = 
ción lineal (59) es la unidad, resulta que el disorimi 
nante la] de la forma cuadrática (40) es otro inverian 
te para un movimiento de los ejes coordenadaso 


Vamos a deducir otro invariante que utilizaremos 
para la reducción de las ecuaciones de los cilindros. 
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Consideremos .a cuáadrica f(x,y,2) = O escrita 
en cvordenadas ri snarias, y supongamos que representa 
un crliadro. Si formamos la nueva cuadrica 
f(x, y 21 +A=0 también será, en general, un cilin 
dro, porque para ella Bag = 0 y (al = O, Determi- 


nemos A con la condición de que desgenere en producto 
de dos s planos. Si es así, cortando por el plano z = 0, 
a conica seco .ón será degenerada. Como tiene por ecua 


ción 


2 2 o 
a, + ap9y +22, +2a,,1+ 20895 + (814 LAD=O 


debe sert 
Hp 4 
aro 200 204 =0 
dig Eo, ayyt A 





y desarrollando se obtiene: 


2 
23 +Ala,, rr 332) - 9 
Análogamente cortando por x=0 y por y =0 se ob 
tendrías 


2 23. 
A 2 + AN [91 233 .. aí3] = 0 ,9 Ay yr A (2378233789) = 0 
Sumando las tres expresiones obtenidas se encuentras 
Ay¡ + Apo + Az LAÁJ= 


Si se realiza un cambio general de ejes, como la 
cuádrica sigue siendo un cilindro, en la nueva ecua- - 
ción obtenida se tendrá 


+B7,+B HAÁJ! =0 


Bay 33 


para el mismo valor de A . Luego como sabemos ya que - 
J=Jft será también 
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Ass + Aoo 4 A = By, + Bso + B, 


Luego la suma K= Ay y + A, o + e es un inva- - 


riante especial de todas AS cuádricas que sean — 
cilindros, 


. > . 2 di . 
10. Obtención de la ecuación reducida de una cuádrica, 


a) Caso de las cuádricas con centro único propio. 


Hemos demostrado en el párrafo (8) que la ecua- — 
ción de toda cuádrica con centro propio se puede escri 
bir en la forma 


py yx + bay! + bzya1 + byy=0 mediante 
un movimiento de los ejes coordenados. El cálculo de - 
los coeficientes se hace fácilmente por medio de los = 
invariantes. En efecto, se tendrá que la ecuación ca— 


racterística es ahora 


DS A 0 O 
O boo" A 0 = 0 
0 0 b33-A 


luego si llamamos Ay> Ao y Az a las raíces de la 
ecuación característica (53) se tendrá dy = Ay » 
Doo = Ag »» dz3= Az 

El término independiente se calcula mediante el — 
invariante |A| = ba4 Doo Pz Paz 3 luego 
b,, = —_Hl . Jal. quedando definitivamente la — 
4 MA2Az day 


2 2 
cuadrica en la forma 


hyxtó + hoy tó + h 21 ¿ dal = 0 


= 202 = 


Los casos posibles, teniendo en cuenta los signos 
que puede presentar los distintos coeficientes son; 
(suponiendo siempre Ay > 0, cosa posible). 


+ + + + Elipsoide imaginario 


+++ - Elipsoide real 
lal Zo + + -— -— Hiperboloide de una hoja 
+ == - Hiperboloide de dos hojas 


+ + + O Cono imaginario 
la] = 0 pero Aaa FHOd+ + - O Cono real 
+ - - O Cono real 


b) Reducción en el caso de los paraboloides. 


_ Hemos demostrado en el párrafo (8) que la ecua- - 
cion reducida de los paraboloides era del tipo 


2 2 
1 1 ft 
booy + b,,2 +2 by¿=0 
Los coeficientes de esta ecuación se pueden calcu 
lar fácilmente por medio de los invariantes. En efecto 


se tienes 


boo + b3 => E Podemos, por tanto, cam 
e siderar que boo y Ba 
Doy + Dzz= 3 son raloes de la ecua- 


Dal ción 


2 = 


y D,= y del quedando la ecuación reducida en 


la forma Ay tó + Aja o tor - 14. 0 


Los casos que se pueden presentar según el signo 
de Az suponiendo Ay positivo son 
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+ +  Paraboloide elíptico 
+ -—- Paraboloide hiperbólico 
c) Reducción en el caso de los cilindros. 


En los cilindros de segundo orden no se pueden - 
calcular todos los coeficientes de la ecuación :reduci- 
da por medio de los invariantes anteriores;z hay que — 
utilizar también el invariante K especial de los cilin 
dros. : 


Si el cilindro es elíptico o hiperbólico y su eje 
es 0Z! la ecuación reducida será de la forma 





Baz yr? + Boo y + Bag = 0 y se tiene, 
yb , 
Dyy » has = 3 De aqui se obtienen Diz y Boo 
Por otra parte como 
by 0 0.0 
0 boo o. 0 
|8] = 0 O 0 resulta XK = b14Doordyy 
0) O O Pay 
o AS Pta — ES 


Los casos que se pueden presentar según los sig— 
nos de los coeficientes (suponiendo que b,4> 0) son: 


+ + cilindro elíptico imaginario 
+ —- cilindro elíptico real 


-= 1 cilindro hiperbólico 


+++ + 


= = cilindro hiperbólico 


204 = 


Si el cilindro es parabólico su ecuación re 
será de la forma ducida 
2 
t 
boo Y +2 bx" =0 
es la única raíz no nula de la ecuación caract 
e 
tíSa, es decir boo = I . Por otra parte ría 


Ñ 2 1 ES 


Nota.- No se considera de interés, obtener la ecuación 

reducida en los casos en que la cuádrica Te[Tem 

re i par de planos (k= 2) o un plano doble — 
k == 1) 


4:205 E 


Tesa 12. CURVAS PLANAS EN FORMA EXPLICITA Y EN FORMA = 
PARAMETRICA . 


1. Ceneralidades. 


Al estudiar el concepto de función ' de uná varia— 
ble se ha visto que la representación gráfica de tal — 
función es una curva Plana, si se cumple que la fun — 
ción es contínua salvo en algunos puntos, llamados de 
discontinuidad. 


Nos ocuparemos ahora de precisar la representación 
gráfica de funciones y = f(x), determinando, ciertas 
caracteristicas como (concavidad convexidad, puntos de 
inflexión, asintotasy etces, que junto con los máximos, 
y mínimos trolativos que se estudian en “Gálculo Infini 
tesimal", tema T> contribuyen a la más éxkac ta, represen 
tación ab la función. 


Es frecuente también encontrar una función expre- 
sada en forma paramétricas es decir, mediante las ecua 
ciones x= x(t) ,, y= y(t) que dan los valores = 
de las coordenadas x é. y de los puntos de la curva en 
función de un parámetro + t que varía en un cierto inter 
valo. Nos ocuparemos también de la representación de - 
las funciones dadas de esta maneras! 


2. Tengentes y normales. 

Recordando la interpretación geométrica de la de- 
rivada, podemos escribir la ecuacion de la tangente a 
la curva, representación gráfica de Ta función y = £(x) 
en el punto P de ahscisa. xo y ordenada. Jos suponien 


do que la Auoioaa derivable: 
Y=-Y¿= £'(x,) x - x,) (1) 
Si la curva viene dada en forma paramétrica 
da (4 an 
X= x(t) y = y(t) como e = 20 » 18 ecuación de 
la tangente en el punto (x 0,70) correspundiente al va 


» ed 
xi del parametro, sera, 
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y (4) 
y = y(t,) = E) [ - x(+,)] (2) 


La recta normal a la curva en un punto de ella,se 
define como la perpendicular a la tangente en el punto 
de contacto. La ecuación será 


Y=-102- FRA) (3) 
a 
, x'(1,) 
o bien y = y, == y (x - x.) (4) 
o) 


según que la curva está dada en forma explícita, o en 
forma parametricas 


Segmentos de tansente, normal, subtangente subnormal, 


y 





Las longitudes de los 







segmentos PA (tangente) 
PB (normal), QA (subtan- 


* gente) y QB (subnormal) 
se calculan mediante las 
fórmulas siguientes cuya 
obtención es inmediata. 


P(*o» Yo) 


PA <= T=- 2-2 0 





Sl 
ul 
ú 
2 
tl 
Q 
o 
u 
y [e] 
" 
<< 
o 
a 
+ 
eS 
o) a 
mM 





0h: 


N 


Si la curva esta dada en forma paramétrica, basta 
y'(6,) 
sustituir la derivada ye por su valor E] e 


3. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexión. 


En "Cálculo Infinitesimal", tema 7, páginas 140 y 
siguientes, se utiliza la fórmula de Taylor, para estu 
diar el comportamiento de la curva y = 2(x) en el en 
torno del punto P(x 3Y,), con vistas a la obtención = 
de los máximos y minimos relativos. 


El mismo método nos va a permi tir ahora Estudio - 
de la concavidad, convexidad y puntos de inflexion. 


Se dice que una curva es cóncava en un punto — 
P(x 097 0) »- si en un entorno de P la ordenada de la cur— 


va es mayor que la ordenada de la recta tangente. 
La curva es convexa en un punto P(x097 ,) si en un 


entorno de P la ordenada de la curva es menor que la - 
de la recta. tangente». 


Se dice que P(x¿»y,) es un punto de inflexión - 


de la curva, si la tangente en P atraviesa a la curva, 
es decir, si en un semientorno de P la ordenada de la 
curva es mayor que la de la recta tangente, y en el - 
semientorno contrario la ordenada de la curva es menor 
que la de la recta tangente. 


Si y = f(x) hay que comparar el valor f(x_+h) 
de la ordenada de la curva en el punto xo +h de un 
entorno de P, con la ordenada f(x.) +h £'(x,) de la 
recta tangente. Según la formula de Taylor: 

pe 
£(x, + h) - [r(x,) +2 2*(x,] = E 1(x) ho... 4 


A AO 
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Si suponemos que en el punto x¿ *e cumple 


(n-1 
ex.) = A A) = ..o= f (x,) = 0 y en cambio 


ez) FO el signo del segundo miembro, para valo. 


res oo pequeños de h , viene dado por el 


término - SEN ) + Por tanto se tienen las siguien. 
tes conclusiones: 
ez, >0 Curva cóncava 

si n=- 2 (n 
f (x,) <0 Curva convexa 
Si n= 2241 Punto de inflexión. 

Por ejemplo: si Pu) >O0 hay concavidad y si 
MR < 0 hay convexidad. En el caso f"(x,)= 0, si 
£(x,) / 0 el punto P es de inflexión. 


Si la curva viene dada en forma paramétrica, las 
conclusiones subsisten, debiendo calcularse las deriva 
das sucesivas de y respecto de x para resolyer la cues 
tión. Esto se consigue mediante ' las ecuaciones 


da yá dy yt). (4) - y (8). at 
E ”. —=-= 

dx  x'(t dx? (ar)? 

etc. (7) 


que se obtienen aplicando la regla de la derivada de - 
una función de función. 


4. Ramas infinitas. Asíntotas. 


Cuando una rama de curva tiene puntos que se ale- 
jan infinitamente del origen de coordenadas, se dice - 
que es una rama infinita. 


Sea P un punto de una rama infinita y considere-- 
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mos la recta OP que lo une con el origen. Hagamos que 
P se aleje infinitamente describiendo la curvaz si la 
recta OP tiende a una posición límite OP, se dice — 


que esta es una dirección asintótica. No siempre las — 
ramas infinitas admiten direcciones asintoticas. 


Se dice que una rama infinita tiene como asíntota 
a una recta r si la dis 
tancia de P a r tiende 
a cero cuando P se ale- 
ja infinitamente. No to 
das las ramas infinitas 
admiten asíntota. Por — 
ejemplo la parábola — 
y = Vx y la sinusoi- 
de y= sen x tienen — 
por dirección asintóti- 
ca el eje OX, sin que -— 

+ exista asíntota. 





si la asíntota r, no es paralela al eje OY, (de— 
cir que la distancia a ella del punto P tiende a cero 
equivale a decir que la diferencia entre la ordenada — 
de P y la correspondiente a la misma abscisa en la rec 
ta r tiende a cero, ya que d= DcoseA, y como — 
cos Af 0, d y D tienden simultaneamente a Cera. 


Cuando el punto P de la rama infinita se aleja, — 


una o las dos coordenadas del punto deben hacerse infi 
nitas. Distinguiremos estos dos casosg 


a) Una sola de las coordenadas se hace infinita. Su 
pongamos por ejemplo que y se hace infinita para x = xy 
entonces la recta x= Xx, €s una asíntota. En efecto, 


la distancia de un punto P(x,y) de la curva a la rec 


ta x=x es |x si xo) la cual tiende a cero Cuando 
o 


X —>x, 0 sea cuando y -—» 0. Por tanto para hallar 
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las asíntotas paralelas al eje OY basta hallar los Va. 
lores de x para los cuales y se hace infinita (con si 

no posi tivo o con signo negativo). Análogamen te las -—. 
asíntotas paralelas al eje OX se hallarán buscando log 
valores de y para los cuales se hace infinita la x (o 

dicho de otra manera, hay que hallar lím Y, Para x —»o 
Si dicho límite es k la recta y = k es una asíntota), 


b) Las dos coordenadas se hacen infinitas.- Primero 
hay que hallar las direcciones asintóticas. El coefi. 
ciente angular de la recta que une el punto P(x,y) de 


la curva, con el origen es E . Por a habrá que 
hallar lím L para Xx —>»0.+ e este límite existe y 


vale m la recta y= mx es una dirección asintótica, 
. e . . . . 
Si el limite no existe se trata de una rama sin direc- 
cion asintotica., 
Para hallar la asíntota, si existe, correspondien 


te a la dirección anterior, se observa que deberá ser 
de la forma y = mx+h. Para determinar h se tiene - 


en cuenta que la diferencia entre la ordenada de P y - 
la de la recta anterior es y-mx-—h (siendo y la 
ordenada de la curva) y como esta diferencia debe ten 


der a cero debe ser lím [y -nmx- a] =0 Ósea 
x->00 
h = lím (y - mx) (8) 
x-—»0 


Si resulta h=«w se trata de una rama parabólica» 


.? 
Observaciones. Decir que Poo es una direccion 


asimtótica equivale a decir que el punto impropio Po 
pertenece a la curva. Entonces la recta PP o sea 

la paralela por P a la dirección asintótica es una se- 
cante de la curva. Cuando P EA esta secante tien 
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de a la asíntota r (supuesto que exista). Por tanto se 
gún la definición de tangente como límite de una secan 
te cuyos puntos de intersección con la curva tiendan a 
coincidir, resulta que las asíntotas son las tangentes 
a la curva en los puntos del infinito de la misma,cuan 
do éstas existan y sean rectas propias. 


Podría creerse que la asíntota r puede también de 
finirse como límite de la tangente en el punto P cuan= 
do este punto P se aleja infinitamente (recorriendo la 
curva). Sin embargo esta definición sería más restringi 
da que la que hemos dado. Por ejemplo la curva 


de id 
y=x+4+ sent) según la definición adoptada tiene -— 


por asíntota y = xXx. En cambio la tangente en el punto 
P(x,y) tiene por coeficiente angular 


y! = 142 cos(x%) - Sem) 
x 


que para x—»«w no tiene límite por oscilar cos(x“) 
entre +41 y -1. 


Asíntotas de curvas dadas en forma parametrica. 


Para hallar las asíntotas de una curva x= x(t) 
= y(t) que sean paralelas al eje OY, basta ver si - 
eS algún valor de t (finito o infinito) ocurre que — 


Xx = 
is =- wm ies así, la recta x= h es una asíntota. 


Para hallar las asíntotas paralelas al eje OX bas 
ta ver si para algún valor de + (finito o infinito) se 
tiene lx D |Sies así, la recta y =k es una - 
asíntota. 


Para hallar las asíntotas no paralelas a los ejes 
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se determina primero si hay algún valor de t para el . 
cual se hagan infinitas simultáneamente las dos coorde 
nadas Xx é Y. Supongs amos que eso ocurre para un valor - 
t-= t, A continuación se calcula 


(4 
m= lín 1 (9) 
x(t 
tot, 


Encontrado el coeficiente angular de la asíntota se — 
procede al cálculo de la ordenada en el origen así; 


h pa [94 - Mo. x(+)) (10) 


5+ Puntos singulares. 


Si una curva viene dada en forma paramétrica y — 
ocurre que para dos valores t, A t, se verifica 


O 

| el punto P(x,,y,) se llama punto singu— 
Y = Yo A 

lar y también punto múltiple, ya que pasan por él dos 

o más ramas de la curva. Para encontrar los puntos sin 

gulares se resuelve, pues, el sistema: 


x(t,) = x(t,) 


(11) 
y(t,) = y(to) 
En general en estos puntos las diversas ramas que pa— 
san por ellos tienen rectas tangentes distintas, que - 
se hallan de la forma que se ha indicado en el estudio 
de la tangente, 


Puede observarse-que si las dos ecuaciones del — 
sistema (1:7/*són algebraicas, se pueden simplificar, - 
puesto que x(b;) - x(t,) es divisible por t, - tos 


así como y(t,) - y (to). 
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Puede también descubrirse la existencia de: puntos 
singulares, en el estudio de la ustnta En E 
ocurre que en“un punto +, x"(t, )= y? (4 ) = 


el coeficiente angular de la recta tangente queda in— 
determinado. Para calcularle basta tener en cuenta que 


eo 
(ty +48) = x(8,) +04) 414 E anta 06 
aa (12) 


| t,) 
(8) +48) = y(4) +3 (4) At — > (At “+ 


Como (SL) es 4 =. dá 
x-»0 


(13) 


Ú 


AIMAR 
A to = (AJÍ E a a 


puesto que las derivadas primeras de xéy son nulas - 
por hipotesis. El punto Po correspondiente al valar to 
del parámetro se llama punto de retroceso o cuspidal. 


Si se anulan también algunas de' las derivadas se- 
gundas, terceras, ... de los desarrollos (12) el estu= 
dio del punto Po es algo más complicado por lo que no 


entramos en o 


6. Representación de una curva dada en forma explícita. 

Como resumen de todo lo. expuesto vamos a indicar 
sobre un ejemplo la marcha a seguir para- -la. representa 
ción de una curva dadá en forma. explícitas 


Conviene hallar, en general, :asíntotas, maximos y 
mínimos relativos, crecimiento y decrécimiento, puntos 


- 214 - 


de inflexión, con sus tangentes, concavidad y convexi. 
dad, y un cuadro adecuado de valores de x é y. 
qn 
xo 1 
Sea la función y =x.e. “7 
Se observa en primer lugar que los puntos x= 1 
y x=-1 son puntos de discontinuidad por anularse el 
denominador del exponente de €. Se deben hallar los 11 
mites laterales de la función en dichos puntos. 


límy=0 ,, lim y. +0. (punto de discontinuidad - 
xi” x—»! de 12 especie) 


lím y=0»»> lím ya -0w (punto de discontinuidad - 
x-»(-1) x—o(—1 de 1% especie) 


Cálculo de y', Se tiene 


2x 2x 


2 2 - 3 
y= o Td e, 
(x - 1) 
2x : 
xe-1 A 
= e . 2 2 
: (x% - 1) 
2 a 
la derivada se anula para x= LA z e dl 


2,89 donde hay mínimo y para 
qa LE z E 20,346... 
donde hay máximo. 
Asíntotas. Ya hemos encontrado que las rectas — 


x= 1,y x=-1 son asíntotas paralelas al eje de OL 
denadas. 
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> 


Cuando x—»0w también y —p+«w 3 lím %= 1 
xo * 


2x 


E 
a in [y - x] = E za |» Cat la 51 =9 (por la re 


e de an: 





Luego la recta y = x es una asíntota. 


Cuadro de valores. 


X= -333 >> Os 075,» 0,3 0,346,, 2)» 2 199, y 
los men, os il des 0 Oribsa 7,56), 6,3,» 


X= 3», A. ..o 
y = 6,355, 6,82 ... 
Con estos elementos ya se puede representar la — 


función; no se calculan en este caso los puntos de in= 
flexión por ser complicado. 


La forma de la curva es la siguientes 
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T. Representacion de una curva dada en forma parametiió 


Se pueden hacer las mismas consideraciones que P2 


ra el caso anterior. Veamos sobre un ejemplo la marcha 
a seguir. 
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Sea la función dada en forma paramétrica por las 
ecuaciones 2 





+ 
Ptos a 
E os 
(6 - 2) (4 - 4) 
Asíntotas. 
Para tt». 1), x—»1,, y —>0. La recta x = -1 es 


una asíntota. 
Para t-»2,, XP» 0,, Y > 0 pero 1 — 003 se 


trata de una rama parabólica en la dirección de OY. 


Para lt »0),, X->900)3) Y > 1. La recta y = 1 es 
una asíntota. 


Máximos y mínimos. Se tiene x' = Lt es 
(+ - 2) 
O E cat E 


o E << e 


Para t= O se anula x' (4) e y (4); el verdadero valor 
t 
de = - es lim — = O, luego se trata de un punto -= 
x tro * 
de retroceso con tangente horizontal. El punto corres- 
pondiente es el (0, 0). 
Para t= SN hay mínimo. El punto correspondiente es 


5 
el EZ, E) 


2 
Como Z - Le 46 - goto 100 para t= 4 se anula 
y 6t - 5t 
esta derivada y el valor de x considerada como función 
de y es mínimo relativo. 
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Cuadro de valores: 

t=4) -3) 2) -1) 0, 0,5 , 0,8 

= -8/3 -9/5 -1 1/3 0 1/6 -0'5 
0 


Xx 

y = 16/45 0,27 1/6 1/18 -1/9  -1,8 
tt" 6/5 1,5255 dy A A 
x= -1,33 -9/5 -4,5 12,5 9 8  25/3m.. 
y=16,4 27/2 27 13 2 £ e 


Con estos datos se dibuja la curva que tiene la siguien 
te forma; Ñ 
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8. Idea sobre curvas en forma implícita. 


La determinación de los elementos necesarios para 
represen tar una curva dada en forma implici ta, suele - 
ser más laboriosa que en los casos anteriores. 


Si la ecuación de la curva es f(x,y) = O el cáleu 
lo de la tangente en un punto (a,b) E la curva da Y 


£i(a,b) (x - a) + £:(2,b) (y - b) = (14) 


Para decidir el sentido de la concavidad en cada 
punto (a,b) hay que calcular y" según se indica en el 
tema sobge ON implíci as» eS medio de la ecua- 


ción 2122 y 142%, ¿2 m0 (15) 
Ox Dxdy Dy* Dy 

donde las derivadas parciales se calculan en el punto 

(a,b). 

Asíntotas. 


Como en los casos anteriores se comienza por de- 
terminar las direcciones asintoticas, es decir 


m= lim —= (16). La ordenada en el origen corres- 
x—+00 
pondiente es h= lim [y - mM x) (17) 
X—+00 


Si la curva es algebraica de grado n podémos es- 
cribir su ecuación en la forma 


a (2,3) Pa q (xy) + Lo (xy) t ... + p, (2,3) co 


(18) siendo Pi un polinomio homogéneo de grado ¡. La 


ecuación (18) se puede también escribir así: 
Y n-1 n-2 + 
CATS ES PGE E) 
he..+x quí, 2) + p,= 0 (19) 


Si la recta y = mx v+h es una asíntota, dividiel 


a, 221 lr 


do (19) por E y tomando límites para x ¿> 00 resulta 
E Elis m) = (20), ecuación cuyas raíces son los -— 


dc ricienSS angulares de las asíntotas. A. continuación 


basta calcular lím [7 E mx] para cada valor de m solu 
xP 
ción de la ecuación anterior. 


Las 'asíntotas paralelas al eje OX, se pueden obte 
ner directamente, igualando a cero el coeficiente de — 
la potencia más alta de x cuando este coeficiente de-— 
pende de y. En efecto si se tiene la ecuación 
f(x,y) = 0 escrita en la forma x2. p (y) + P, (x,7)= 


= Q donde hemos aislado en el primer sumando los tér— 
minos que contienen la, ma¿y Or: e de x, para cada 
raíz y, de la ecuación ed = se tiene 


0 Y) 
y por tanto xXx —»>0) para y —> Y; 
Análogamente las asíntotas paralelas a oY se obtie 


nen anulando el coeficiente de la potencia más alta de 
y cuando es funci ón de Xe 


Puntos múltiples. 


Se llaman puntos múltiples o singulares de una — 
función dada en forma implícita f(x,y) = 0, aquellos 
en los que la recta tangente no queda determinada me— 
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diante la ecuación ZE + + -3y Y y" =0 5 da el coefi 
r f 

ciente angular y'. on ocurre cuando “3% =.0, 


3t 


Sy” O + Por tanto para encontrar los puntos ¡múlti- - 


ples hay que resolver el sistema f(x,y) = 0 : 


CES 22. 
EJ AS dd 
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Si un punto (a,b) verifica el sistema anterior, la . 
ecuación (15) tiene nulo el coeficiente de y" "nego se 
transforma en una ecuación de segundo grado en y!. m 
punto Pla,b) «se llama punto doble, y los coeficien-.. 
tes angulares de las rectas tangentes a las dos ramas 

que se cruzan en P(a,b) vienen dados por las dos raí 
ces de (15). Si todos los coeficientes de (15) son nue 
los en (a,b) volviends a derivar en (15) se obtiene —- 
una ecuación de Pz grado en y', que da los coeficien- 
tes angulares de las tangentes a las tres ramas que pa 
san por (a,b) que recibe el nombre de punto triple. 


Regiones del plano que contienen a la curva. 


Para representar una curva definida por su ecua— 
ción implícita conviene determinar las regiones del — 
plano que pueden contener puntos de la curva y las re- 
giones que no pueden contenerlos. Para ello se procura 
poner la ecuación en la formaA.Bo. Co o= '. ' 
sd y Be Chis.” (23). piendo As By Cyeme Y 
At, B!, Cl, ... polinomios en (x,y) tales que las — 
curvas A= 0, etc. sean fáciles de representar. Si — 
las suponemos construídas y Tayamos la parte del plano 
cuyos puntos dan signo contrario a los dos miembros de 
(23), es evidente que ningún punto de la curva puede — 
estar en estas regiones, pues para los puntos de la — 
curva los dos miembros de (23) deben ser iguales y del 
mismo signo. La curva está situada por tanto en la par 
te no rayada y pasa por los puntos de intersección 40€ 
la curva A= 0 con las A! = 0, B! = 0, C! = O, eto. 


Sea por ejemplo la curva 
2 
dy 1 y 4 2) = y(2x 42 


Habrá que dibujar las curvas xo 
y+2=0,), y=0,, 2x4 2y-1 


OS 
< 
TY 
1 
—h 
u 
Oo 
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De o, 
UL 


E 


Un punto de la región (1) por ejemplo el (0,2) ha 
ce positivos los dos miembros de la ecuación luego en 
la región (1) puede haber puntos de la curva. Cada vez 
que se cruza sobre una de las curvas parciales se pasa 
a una región distinta, porque solo cambia de signo uno 
de los factores del 12 ó 22 miembro de (23). De esa — 
forma se han rayado las regiones que aparecen en la fi 
gura. 


o) 


? - 
Veamos un ejemplo sencillo de representación de — 
curvas en forma implícita. Sea 


Doy y i2=0 


la ecuación de la curvas. 
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No existen asíntotas paralelas a los ejes coorde-.. 
nados. 


Para las asíntotas no paralelas a los ejes se re- 


suelve la ecuación 1- m=0 cuya única ralz real 
es m= 1, para la cual 
1+m 2 
AA TS 
-3m 


luego la correspondiente asíntota es y = x + 5. 


Suele ser interesante conocer los puntos de inter 
sección de la curva y sus asíntotas. En este caso hay 
que resolver el sistema formado por las ecuaciones de 
la curva y de la única asíntota resultando el punto 


E + > y - $ . 


Puntos de intersección con OX. Se resuelve la — 


ecuación y + $e -5x+2=0 


cuyas raíces son 
1,47 0545 3, 22 7 15) >> Xy Y =3. 


Puntos de intersección con OY. Se resuelve la — 
ecuación —y” + ye +y+2=0 cuya única raíz real - 
es Yy = 2. 


Para hallar maximos, mínimos y puntos singulares 
se calcula y!, resultando 


RS ea 
342 úxe se anula en el punto 
y +42y+41 E 
(2,206) A 
3> donde hay maximo y e: (41,1) donde — 


Lay mínino, El punto (1,1) es un puto singular. Las 

angentes en el tienen por coeficientes mgulares las 
t 

Táaices de la ecuación 2- y! ósea y- +-,/3, Par 


ES 


E RRA 


aplicar el metodo de las regiones conviene escribir la 


3 


oz 2 2 
ecuación así: x"+x"-5x= y> =y -y-2 y des- 
componiendo en factores ambos miembros se obtiene 


aa A A (2 4 y 1) 


Conviene determinar las coordenadas de algunos -- 
puntos de la curvazj en este caso hemos determinado los 
siguientes: (-4, 2'8) ,> (-3,1) , (-3,-1) ,, (2, 2x2) 
(3, 3'3). 


En (-3,1) la recta tangente es paralela al eje de 
ordenadas porque y' se hace infinita por anularse su — 
denominador » 


Con estos datos se representa sin dificultad la - 
curva cuya forma es la siguiente: 


NE 


q 


lr E 
Tema 13. CURVAS ALABEADAS EN FORMA PARAMETRICA., 


1. Representacion de una curva en el espacio. 
Considerando un sistema de coordenadas car tesiame 
nas rectangulares se llama curva al conjunto de puntos 


cuyas coordenadas están dadas para los valores de las 
tres funciones 


x= x(t) »» y = y(t) ss 2= z(4) (1) 


. e A 
de un parametro +4, que se llaman ecuaciones parametri-— 
cas de la línea. Para que esta definición responda a - 


la idea intuitiva que se tiene de curva, hay que hacer 
ciertas restricciones sobre las funciones que figuran 


en (1), Nosotros supondremos que dichas funciones son 
contínuas y derivables. 


Si la curva está contenida en un plano, se llama 
curva plana. En caso contrario se dice que es una Cur— 
va alabeada. 


De las ecuaciones (1) se deduce la representación 
vectorial de una curva, suponiendo que Xy yy 2, son — 
las componentes de un vector OÍ cuyo origen es el de — 
coordenadas y cuyo extremo es el punto P de la curvay- 
de modo que 


DE x(4) Ta y(4) Te a(4) E (2) 
O más brevemente 


DP = Pt) (3) 


Si entre las dos primeras ecuaciones (1) se puede 
eliminar t se obtendrá una ecuación de la forma 
f(x,y) = 0. Análogamente si entre la primera y vercera 
se elimina t se obtendrá g(x,z) = O. La ecuación 
f(x,y) = 0 representa un cilindro de generatrices pa- 
ralelas al eje 0Z, y la gl(x,2)= 0 un cilindro de — 
generatrices paralelas al eje OY. La curva es la inter 
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sección de estos dos cilindros que se llaman Cilindros 
proyec tantes paralelamente a los ejes OZ y OY respecti 
vamente. Análogamente se puede obtener el cilindro que 
proye Gia la curva paralelamente al eje OX. 


Las ourvas definidas por el sistema (1) no son —- 
las más generales que cabe estudiar, puesto que las 1í 
neas de puntos del infinito no admiten tal definición. 
Se amplia el concepto anterior definiendo como curya — 
al conjunto de puntos comunes a dos superficies. Ási,- 
si las ecuaciones de ¿éstas son las 


f(x,y,2) = 0 y» P(x,y,2) =0 (4) 
este sistema representa geomé tricamente los puntos Co 
munes a ambas superficies por lo que (4) son las ecua- 
ciones de la curva de intersección. Si por ejemplo es 
distinto de cero el jacobiano de f y “Pf respecto de x 


é y es decir 
z z FO se puede escribir el sis 
, 


tema (4) en la forma 

x= Pz) ,, y=Y$(2) (5) 
y la curva aparece como intersección de dos cilindros 
de generatrices paralelas a los ejes OY y OX respecti- 
vamente. 


2. Recta tangente a una curva alabeada.- Plano normal. 





Se define la recta tangente a una curva en un pun 
to P de ella como la recta límite de las secantes PQ - 
cuando Q-—»P. 


Si las ecuaciones de la curva son las (1), la Te2 
ta PQ tendrá por ecuaciones 
a A O O 
A DES donde P(xy> Y? 24) 


Xo= X, Jo Y, Go By 
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se obtiene para el valor t, del parámetro y Ao 7120) 
para el valor 7. Si dividimos por /t= t,- t, en 
las ecuaciones anteriores se obtiene 








Tomando 


8) ” y (44) Ñ +.) (6) 


que son las ecuaciones de la recta tangente. Se obser= 
va que los cosenos directores de la recta: tangente son 
proporcionales a las derivadas de las funciones (1) de 
la representación paramétrica de la curva. 


Vectorialmente, si llamamos 2 (4) al vector de- 
rivada del Pt), es decir si 


P (4) = (8) Te y (1) Te (a) E 
la ecuación vectorial de la recta tangente es 


0 - DAA LAS (7) 
donde Q es un punto de la recta tangente. 
Si la curva viene dada como intersección de las — 
Ñ $ 
superficies (4), y en el punto P es aa É 0, vode 


mos escribir las ecuaciones de la curva en la forma — 

(5) en un entorno de P, y las ecuaciones de la tangen- 
». 

te tomando z como parámetro, serán: 


Xx =X, Y - Y; ED 


EC CN (8) 


Si se quiere calcular los denomínadores Fr(z,) 
y $'(z,) se procede así: derivando las dos funciones 


(4) que consideramos como funciones compuestas de Z se 
tiene: 


qe de 22. gu 22 
Z 


de Dz 


(9) 
DP dx,98 Ay, DL, 
9" día 02y rs 
sistema del que puede despejarse E y y porque — 
su determinante es distinto de cero» Hallando dichos - 


valores las ecuaciones (8) de la recta tangente se pue 
den escribir así: 


-0 


x= X; Y — Y, Zz—- 


A (10) 
TES" IE EA É 


donde los jacobianos deben calcularse en el punto 
P(xy» Y4> z/). 

Volviendo a las ecuaciones (6), es interesante la 
consideración de un vector de módulo unidad dirigido - 


según la recta tangente. Tal vector se representa por 


, y se obtiene dividiendo p'(t) por su módulo, es - 
decir 


2 a) y 2 A (11) 
pr Ts lo (0)] E ol 


—e 
donde To] - (9/24 [y (1]2 4 [= ¿(29)? (12) 
Un caso particular de representación paramétrica de una 


curva alabeada es aquel consistente en tomar como PaTí 
metro, la longitud s del arco de curva, contado a Par 


sir DS 


tir de un cierto origen.-Como ya sabemos, la longitud 
de un arco de curva alabeada viene dada por la fórmula 


eS [e (1? + [y+(+)]2 4 [a*(+)]? at (13) 


donde es el valor del parámetro 4 correspondiente 


al origen de los arcos. 


e. . . . . 
La formula anterior nos permite escribir: 


ds =- Vo (0) z 2 (4) . dt (14) 


Cuando el parámetro es el propio arco sy si las - 
ecuaciones de la curva son 


x = x(s) se y = y(s) ,, 2 = z(s) (15) 


se tiene  p'(s) = x'(s) Tiry'(s) Tr (5) a 
y según (14) 


ds = [e ()]? + [y*()]? + [21 (5))? ds luego 


eto]? + [r0]2+ [20]? 1 (10 


y por tanto se tiene 


T= x0(s) 1 + y'(s) Ef z'(s) K es decir 
T- 28) (17) 


Plano normal 





El plano perpendicular a la tangente en P, que en 
coordenadas cartesianas tiene por ecuación 


(x — x,)x, + (y - y4)y7 + (2 - 2,323 = 0 (18) 


PA 


se llama plano normal a la curva en el punto P, Todas 
las rectas que están contenidas en dicho plano Y Pasan 
por P se llaman rectas normales. Entre ellas hay dos . 
que juegan un papel impor tante y que se definen des— 


pués. 


3. Plano osculador. 
Se llama plano osculador en un punto P(x, Y492,), 


al plano límite del conjunto de 
planos determinados por la tan= 
gente en P y una paralela por P 
a la tangente en Qjy) cuando esta 
segunda varía de forma que su - 
punto de contacto Q —»P. En —— 
efecto la tangente en Q tiene - 
cosenos directores proporcionales a xr (4, + A t,) ; 


yu), 2 ( ), y el plano así definido tendrá por — 
ecuación 





X - Xy Y - yy Z- 2; 


x y; z; 
x1(, + At) y (4, 2 At) 2t(t, + At) 


Restando de la 32 fila la 2%, aplicando la fórmula de 
los incrementos finitos y tomando límites cuando 
A t, —0 resulta la siguiente ecuación del plano 08- 


culador 
xXx - Xy y - yy Z 2, 
x'(t,) y'(4,) 21(t,) = 0 (19) 
xt(4,) y"(+,) an(t,) 


Las .* como ” 
Puede definirse también el plano osculador 
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límite del plano determinado por la tangente en P y — 
por otro punto Q, cuando éste tiende a confundirse con 
P. 


Por último puede también definirse como límite - 
del plano determinado por tres puntos de la curva, el 
P fijo y los Q y R variables cuando Q y R tienden a -— 
confundirse con P. Por esto se suele decir de una mane 
Ta breve, aunque incorrecta, que el plano osculador pa 
sa por tres puntos consecutivos de la curva, frase cu- 
yo significado riguroso es el que se acaba de citar. 


la ecuación (19) se puede escribir en forma vecto 
e . 
rial así: (0X - OB)... [ p'(t,) x p(+,)]) = 0 es decir 
el resultado de igualar a cero el producto mixto de” — 


los tres vectores O0X - 0B, p'(t, , pr 4,) donde X re 


presenta un punto genérico del plano osculador. También 
puede escribirse asÍ: 


OOO (20) 
El plano osculador no está det:rminado cuando — 
Pt) = 0, ni cuando Pt) = 0 ni cuando pY(t) es pro 
porcional a OA 


El caso Pa) = O, si se presenta en todo punto - 
de la curva quiere decir que la línea es recta. En efec 


—_—_a > —r —> > 


to debe ser p'(t) = a y por tanto p(t) = a: "b' siendo 
a y D vectores fijos. Analogamente si pri) =Ap' (1) 


: rr 
para todo valor de t, debe ser pl(t)=c0ce - 


= > 2,(4), por lo cual 2) - e Lot) + Y lo que in- 


dica que se trata de una línea recta (basta hacer el - 
cambio de parámetro Lot) = u). 


PR 


4. Triedro intrínseco o fundamental. 


Se llama normal principal de una curva en un pun. 


to a la perpendicular a la tangente, contenida en el - 
plano osculador o sea la intersección del plano oscula 


dor con el normal. 
El plano perpendicular a dicha recta normal prin. 


cipal se llama plano rectificante, 


Finalmente la recta perpendicular por P al plano 
osculador en dicho punto se llama binormal. 


De la ecuación (19) se deduce que las ecuaciones 


de la binormal son: 


x-x y - y Z=z 
A de AAC y 
E SR (21) 


donde el vector a+ B+ TX representa el producto vec 


torial de 2) por 2), es decir: 








A= yla ztyto B= z2txfoxtz" 0% xy yx (22) 
estando calculadas las derivadas para t= ty. 
Las ecuaciones de la normal principal son 
(x - x/)x; + (y - y4)y! + (2 - 2,)2) A 
(x-x,)4+ (y -y,)3B + (2-2,)0=0 
de las que se deduce 
X-x - 
A y = 
li aT p (23) 
El de rectificante E por o 
Yi 2] 21 x) xJ y; (24) 
(x-x,) + (9-34) + (2-2,) = 0 
B Cc A B 
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Tenemos así definidos en cada punto de la curva tres = 
rectasi tangente, normal principal y binormal y tres - 
planosz osculador, normal y rectificante que constitu- 
yen el llamado triedro intrínseco de la curva en dicho 
puntOs 


Así como se definió un vector unitario sobre la - 


recta tangente T = Ps) cuyos cosenos directores se 
llamarán en lo sucesivo XA >» f » se define también 


un vector unitario Ñ sobre la recta normal principal 
cuyos cosenos directores se llamarán A y. , Y sy un 


vector unitario B sobre la binormal, cuyos cosenos di 
rectores serán Y, L yÚ. 


El sentido de N se escoge de manera que coincida 


con el de E, y el sentido de B de forma que el trie- 


> —> . ; A 
dro T,N,B sea del mismo sentido que el de los ejes — 
coordenados. Las relaciones que satisfacen los tres — 
vectores unitarios son: 


T.7 - se BB 13 T.N=-N.B= 


y 
Tx Y- js) WxB=T ,, BxYN=-T (25) 





ds. Pret? Ae eto 
(ATA 








EM A 
E [rates port 
y= e 
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Tema _14e SUPERFICIES REGLADAS, SUPERFICIES DE ROTACION, 
SUPERFICIES DE TRASLACION. 


1. Diferentes representaciones de una superficie. 


Considerando un sistema de coordenadas Ccartesia= 


nas rectangulares xX, y, 2, se llama superficie al con 
junto de los puntos.del espacio cuyas coordenadas sa-= 
tisfacen una ecuacion de la forma 


f(x, Y» 2)= 0 (1) 

Para que esta definición esté de acuerdo con la idea - 
intuitiva que se tiene de superficie, hay que ¡imponer 
algunas restricciones a la función f(x,y,2)3 supondre- 
mos que admite derivadas parciales finitas y contínuas 
en un cierto recinto espacial. La ecuación (1) se dice 
que representa a la superficie en forma implícita. Si 
es posible despejar z de manera que resulte función 
uniforme de x e y es decir 


2 = F(x,y) (2) 
se dice entonces que (2) es la ecuación de la superfi- 
cie en forma explícita. 


a 

Una superficie puede tambien representarse por 
sus ecuaciones parametricas, es decir, por medio de 
tres funciones de dos parametros 


x = x(u,v) ,> y = y(u,v) ,, z = z(uy,v) (3) 


que supondremos uniformes contínuas y derivables en un 
cierto campo C de valores de u,v. Para cada punto (u,v) 
de este campo C, se obtiene un punto P(x,y,2) ¿onde 


Si entre las tres ecuaciones se pueden eliminar los -— 
dos parámetros u, v, resultará una ecuación de la for- 
ma (1). En muchos casos la eliminación puede ser difí- 
cil e incluso imposible, y convendrá hacer el estudio 
de la superficie en la forma parametrica (3). 


Sean por ejemplo las ecuaciones 
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x= r sen ucos Y ,, y = T sen usen Voy, 2= P Cos u 


que representan una superficie en forma paramétrica.La 
eliminación de los dos parametros, que es inmediata 
conduce a la ecuacion 


ye 4 ye + ae = ps que representa una 


- 


esfera con centro en el origen de coordenadas y radio 
T. 


Casos particulares de superficies. 

12) si la ecuación (1) no contiene una de las varia 
bles, por ejemplo la Z, es decir es de la forma pa 
f(x,y) = 0 o bien y = F(x) se tiene que si (x 4934) 


es un par de valores que la satisface, todos los  pun- 
tos del espacio de coordenadas (2,9749 z) la satisfa 


rán igualmente cualquiera que sea Z, es decir que per- 
tenecerán a la superficie todos los puntos de la recta 
X= X; Y = Y, que es paralela al eje OZ, por el 


punto de coordenadas (x,>7 4) del plano XY. Luego se 


trata de una superficie cilíndrica de generatrices pa- 
ralelas al eje 0%, y cuya seccion por el plano XY es - 
la curva de ecuación f(x,y) = O. 


Análogamente las ecuaciones f(z,y)= 0», 
f(x,2) = 0 representan superficies cilíndricas de ge- 
neratrices paralelas a los ejes X e Y respectivamente. 


Ejemplos: las ecuaciones 

2 2 

x +y =p? 4 aa ad e 
representan respectivamente, un cilindro de revolución 
de eje 02; un cilindro parabólico de generatrices para 
lelas al eje OY y otro cilindro hiperbólico de genera- 
trices paralelas a OX, 


22) Si en la ecuación (1) faltan dos de las tres v2 


ríables, quedando por ejemplo f(x) = O, esta ecuación 
representa los planos x = y) E y > x= %, 
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donde Xy» Xor ...> x,» son las raíces de la ecuación 


f(x) = 0, ya que para estos valores de x se verifica 
la ecuacion cualquiera que sean Y Zo 


Analogamente las ecuaciones f(y) = 0 ,, £(z) = 0 
representan sistemas de planos paralelos a los planos 
coordenados 0XZ y 0OXY. 


39) Si f(x,y,2) es una función homogénea, la ecua 
ción f(x,y,2) = O representa una superficie cónica — 
con vértice en el origen, ya que si un punto (x4>Y4924) 
está en la superficie también lo estará el 
(Axy> Ay» Az,) cualquiera que sea Á , pues se tiene 
f(hx, Ay, Az) 2 A” £f(x,y,2) (siendo n el orden de 
homogeneidad) y esto ocurre cualquiera que sea Á «Aná 
logamente si f(x,y,2) es homogénea respecto de los — 
binomios x- a, y —- by 2-C, la ecuación (1) repre- 
senta una superficie conica de vertice en el punto 
(a, b, a). 


2. Plano tangente a una superficie. 

Consideremos ahora una superficie de ecuación — 
z = f(x,y). Llamaremos plano tangente en un punto de - 
la superficie, al plano que contiene las rectas tangen 
tes a las diversas curvas de la superficie que pasan - 
por el punto. 


Una curva cualquiera que pase por P(x, Y > 2,) y 


esté contenida en la superficie tendrá por ecuaciones 
paramétricas: 
x = x(t) y=y(t)  2=2[x(t), y(+)] 
La tangente a esa curva en P tendrá cosenos directores 
proporcionales a 
9f 


2 0) 2004) - ql . x'(4) E y'(t) 


y en virtud de esta última relación el vector 
[x' (+) Os 2*(+)] es perpendicular al 


[22 , 22 , 1] (4) 


cualquiera que sea la curva escogida. Luego el vector 
(4) es perpendicular a todas las tangentes en P, que 
estarán por tanto en un plano perpendicular al vector 
y cuya ecuación será 


(a 21) SE 4 (o 14) EL (a - 25) = 0 (5) 


donde las derivadas parciales se calcularán en el pun- 
to (x,3,)+ 


Si la superficie viene dada en la forma 
f(x, y, 2) = O se tiene 


D2__0f, 2 92__0f1,2£ 

dx 9x2 *” Dy Dy Jz 
por lo cual la ecuación del plano tangente (5) se es- 
cribe ahora así: 
of Df 
a ¿Ed1z3-2,)=0 6) 
ly Ea a) ( 
calculándose las derivadas parciales en el punto 
(x,> Y4> 2,). 


Si la superficie viene dada en la forma paramétri 
ca (3) x= x(u,v) ,, y = y(uyv) ,, 2= z(u,v) 
el plano tangente debe contener la recta tangente a la 
curva obtenida haciendo variar el parámetro u y dejan- 
do constante y, que tiene sus cosenos directores pro- 
porcionales a -DX , Dy : Ue y también debe conte 

Du" Du” du 

ner a la tangente a la curva que se obtiene haciendo - 
variar y dejando u constante que tiene sus cosenos di- 
2x dy 232 e Por tanto 
20w* 29” Dv 


rectores prororcionales e 


Pi 


la normal al plano determinado por estas dos tangentes 


tendra los cosenos directores proporcionales a las di 
ferencias 


, 


o sea que la ecuación del plano tangente en el punto - 
P(xy9Y 4924) correspondiente a los valores (uy, v4) - 
de los parámetros ess 


dy MENS 


x 2y 23 


du Du 9u |” E (tm 
Dx  —2x  — 22 
9v 2 Dv 


particularizadas las derivadas para (uy »v,). 


Se ll«ma recta normal a una superficie en un pun 
to a la perpendicular al plano tangente en el punto — 
de contacto. Sus ecuaciones se deducen ¡inmediatamente 
del estudio anterior. 


Se llaman planos normales a una superficie a los 
planos que pasan por la recta normal, 


3. Superficies cónicase 

Son las superficies engendradas por una recta mo 
vil, que pasando por un punto fijo V llamado ver ticey- 
se apoya en una curva dada llamada directriz, o bien - 
se mantiene tangente a una superficies. 


si V(x, +3 4924) es el vértice, una recta cual- - 
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quiera que pase por él tendrá las ecuaciones 


x-x,= a(z — 24) 
(8) 
b(z - 24) . 


< 
1 
eS 
— 
" 


Sean F(x, Y» 3) = 0 5,» G(x, Y> z) =0 (9) 

las ecuaciones de la curva directriz. Para que la rec 
ta (8) corte a la curva (9) el sistema formado por las 
cuatro ecuaciones debe ser compatible; la condición de 
compatibilidad se obtiene eliminando xy yy2 entre las 
cuatro ecuaciones (8) y (9), y resultará la ecuación 

f(la,b) = 0 (10) 

que supondremos es la condición necesaria y suficiente 
pera la compatibilidad del sistema. La superficie lu— 


gar geométrico de lus rectas (3) que cumplen la condi- 
ción a 10), es ¡ia superfície cónica => representada por 


la ecuación 


x- xXx Y - y; 
Ll, .0 (11) 
2 = 2, Z- Ly 


Si f(a,b) es un polinomio, la ecuación (11) es' 


homogénea respecto de x - Xqr Y = Yqr 2 24> 


Recíprocamente, como ya hemos visto en el párrafo 
1, toda ecuación homogénea en x - Xq1 Y = Yqy 27%) 
representa una superficie cónica de vertice 
Vixy> Y» 2 4)» j 


Cono circunscrito a una superficie desde un punto 


dado. Este problema es equivalente al anterior, sl 00ñ 
sideramos como curva directriz, la curva de contacto - 
con la superficie dada, 


Sea F(x, y, 2) = O la ecuación de la superficie» 


2 


y consideremos un punto P(oX Bsyr), de la curva de — 
contacto del cono circunscrito con vértice en 


V(xy> Y4> 2,). 


El Plano tangente a la superficie en P tiene por 
ecuación 


(x= -) SE Pi) 2 o (12) 


donde las derivadas están calculadas en el punto 


(e »B» ). Como la generatriz VP del cono debe es— 
tar en este plano, debe cumplirse que 


(a, 0 254 (7, - 1) 2 ea Pino (13) 


Esta ecuación junto con la FX, By) = 0 (14) 
definen la curva de contacto. A continuacion se proce 
de como en el caso anterior. 

Como ejemplo sea ls superficie esférica 
Xx + ye pee 4 = 0 3 se desea obtener el cono cir- -— 
cunscrito con vértice en el punto V(4, 4, 4). 

El plano tangente en PAP, y) es 


2(x-) 142 8B(y-B)+2 y (2-4) - y como de 
be contener al punto V se tiene, coma ecuaciones de la 
curva de contacto 


(4 -) + Bla-B)+ y(4-y) =- 
ox? É p? + y 

XA +f- 
espa yo 


Procediendo como se indica antes, se obtiene la siguien 
te ecuación del cono: 


o bien, simplificando 


Tx-4yotz+4 + (axt+Tyo4244)2 


+(-4x=4y+72+4) = 4lex -y-2+ 12) 


4. Superficies cilíndricas. 

Son las engendradas por uná recta generatriz que 
manteniéndose paralela a una cierta dirección, se apo- 
ya sobre una curva llamada directriz. Si 2, b son los 
coeficientes de dirección de las paralelas, las ecua— 
ciones de la generatriz serán 


x= az + p 


o (15) - 


y vozazltag 


en donde py a" .son los parametros variables, 
A al 


Si las ecraciones de la directriz son 


Flx, yy 2) = 0 


1 
6 


(16) 


G(X» y, 2) = 0 


para que la generarriz corte a la directriz el sistema 
formado por (15) y (16) debe ser compatible. La condi- 
ción de compatibilidad se obtendrá eliminando Xy Yy 2; 
entre (15) y (16) resultando la relación 


f(p,a) = 0 (17) 


que debe existir entre los dos parámetros. 


Si en (17) sustituímos las expresiones de p Y 9 - 
sacadas de (15) se obtiene, como ecuación de la super- 
A .—£ z pi 
ilcie cilindrica lea siguiente: 


flx- az, y-v2]=0 (17) 
r » a -. 
Reciprocanente toda ecuación de esta forma Tepre 
senta una superficie cilíndrica, porque haciendo 
y .? 
X-=22= Pb ,)) yobz="n todos los puntos le esa 


recta están ex la eupertinie, «l perienece e el va Lee 


=D45 


de la misma, y además son paralelas todas las rectas — 
obtenidas al variar p y q. 


Problema análogo al que se acaba de resolver es - 
el de hallar el cilindro de dirección dada, circunscri 
to a una superficie. Si la superficie es Mx,y,z) = O 


y el vector dado ai Te bj + KE define la dirección de 
las generatrices del cilindro, podemos encontrar la — 
curva de contacto sobre la superficie, ya que el plano 
tangente en cualquier punto (of, y) de dicha cur— 
va, debe ser paralelo al vector de ios y por — 
ello se debe cumplir 


Kat =briT=c=0 18 
gx Dy 9z (18) 
donde las derivadas están _calculadas en el punto — 


(o, A) y?» y esta ecuación Sel con la 


HA BY) == (19) 
define la curva de contacto sobre la superficie, del - 
cilindro circunscrito, quedando el problema reducido — 
al que se ha expuesto anteriormente. 


5. Superficies de revolución. 

Son las engendradas por una curva que gira alrede 
dor de un eje, liamado eje de rotación. La curva que — 
gira se llama directriz o generatriz de la superficie. 
Los puntos de la generatriz describen circunferencias 
normales al eje que se llaman paralélos, y los _blanos 
que pasan por el eje cortan a lu superficie segin cur= 
vas que se llaman meridianos. 


El caso más sencillo es el de que la cura genera 
triz sea plana y su plano contenga al eje de giro. Si 
se toman los ejes coordenados de tal forma que el eje 
Z sea el de rotación y el plano YA contenga a la curva 
generatriz, de ecuación, por lo tanto 
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ty, E). 20 (20) 


la ecuación de la superficie de revolución engendrade 
es 


Y 2 yO, .] = 0 (21) 


En efecto si un punto P de la curva generatriz tiene —- 
de coordenadas P(y,2, «su distancia al eje 2, (que - 
es y) permanecerá invariable durante el giroz si un de 

terminado instante el punto P se encuentra en P' de co 
ordenadas P'(x',y!,2'), se tendrá que Z= 2z' 

. 12 2 a 

mas x'" +y' = y. Luego prescindiendo de los acen 
tos se obtiene (21). 


y ade= 


En particular si la ecuación de la generatriz 


se 
puede poner en la forma  2z= f(y), 


la de la superfi— 


cie de revolución será z= f( Sd 7 


si la generatriz esta dada en forma paramétrica = 
y =y(uU] ,, 2= z(u) las ecuaciones paramétricas de 
la superíicie engendrada seran 


x = y(u) cos v ,, y = ylu) senvo,, 2= z(u) (22) 


ya que ls proyección del punto P' sobre el plano XY dis 
tará del origen el valor de y(u). 


Como ejemplo de superficie notable de esta clase 
citaremos el toro que es la superficie engendrada por 
una circunferencia que gira altededor de una recta de 
su plano que no la corta. Tomando el eje 2 como eje de 


giro, sea la Os generatriz de ecuación — 


(y — a) o Aplicando (21) resulta que — 
la ecuación del toro es ” 


“ reacior+atiizs odo se ontisue 


A 


2 


(z? + e Laa p2y? -4 a (y 


+y%)=0 (23) 


lo que indica que el toro es una superficie algebráica 
de orden 4e 


Si se desea obtener las ecuaciones del toro en — 
forma paramétrica partiremos de las ecuaciones paramé- 
tricas de la circunferencia genere triz que son 
y=a+rcos u Z=YTsenu y según (22) se obtie 
ne para el toro las:- y 


= (a+ r cos u) cos v ,, y= (arcos u) sen v 

2 = Tr sen u (24) 
Puede observarse que en general siempre que una — 
curva algebraica plana, gira alrededor de un eje la su 


perficie obtenida es también algebráica, como se des— 
prende de la forma de la ecuación (21). 


Si la curva que gira es una curva alabeaúa o una 
curva plana cuyo plano no contiene a OZ, y sus ecuacio 
nes paramétricas son 


x= x(u) ,, y = y (u) ,> D= z(u) (25) 


consideremos un punto P de ella. Su distancia al eje de 


giro es Vx (u) + y (1) + Por tanto las coordenadas 
de un punto P! obtenido por rotación del P seran 
= Vila) + yo(u) cos Y» y = Vx2(u) 4 y lu) sen v 
= z(u) (26) 


que son las ecuaciones O de la superfid e de 
revolución. 


Como ejemplo consideremos le superficia ergendra= 
da por una recta de ecuaciones x= a2z3+b,, y = pztg 
Z= Ze Según (26) la ecus.ción de la superficie sera 
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laz + py? +(pz3+ aye COS V »», 


a 
u 


ll 
N 


y laz + p)? t(pz+t a sen Vo, 2 


] (27) 
con los parámetros 2 y Ve Para obtener la ecuación en 


forma implícita basta eliminar y entre las dos prime— 
ras de (27) resultando 


re + ye = (az t p) t(pz+ aye 


superficie que es un hiperboloide de una hoja» 


Consideremos por último el caso en que el eje de 
revolución sea una recta: cualquiera y la. generatriz — 
“una línea alabeada o plana. Si el eje lo definimos por 
un punto Py (x,99,527) y un vector al 4 bJ 4 cK 


aplicado al mismos la circunferencia descrita por un 
punto P cualquiera de la generatriz se podrá expresar 
como intersección de la esfera 


(aa) (yy) (a 2) po (28) 
y el plano 
axltbyv+coz- y (29) 


pará valores adecuados de L yO. Si esa circunferen- 
cia corta a la generatriz en el punto (x,y,2) y las - 
ecuaciones de ésta son 

F(x, y, 2) = 0 P(x, y, 2) = 0 (30) 


el sistema “formado por (28), (29) y (30) debe ser con- 
patíble. Luego eliminando en él, x, y, 2) se obtendra 
una relación de la forma 


* [p?,S]=0 (31) 


Recíiprocamente si se verifica esta condición el siste- 
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ma sera compatible y la circunferencia cortará a la ge 


neratriz. Finalmente si en (31) sustituímos p y $ 
por los primeros miembros de (28) y (29) resulta la — 
ecuación de la superficie 


2 2 
2 [(u=x,)* 4 (y=y 4) + (2-2 ,) , (ax + by + 02)] = 
: (32) 
ya que ésta será verificada por todos los puntos de —— 
la circunferencia citada. Toda ecuación que se pueda — 
porer en la forma (32) representará una superficie de 
revolución alrededor de un eje que pasa por el punto - 


(xy Y 4924 ) y sus coeficientes de dirección son (a,b,c) 


6. Superficies regladas» 


Se define una superficie reglada,como la engendra 
da por el movimiento de una recta llamada generatriz, 


Las superficies regladas se dividen en desarrolla 
bles y alabeadas. 


Las superficies desarrollables están caracteriza- 
das por la- propiedad de que el plano tangente en todos 
los puntos de una generatriz es el mismo. Se demuestra 
que las únicas superficies desarrollables son, los pla 
nos, los cilindros, los conos y las superficies llama” 
das tangenciales que son las formadas por las tengen—— 
tes a una curva alabeada. Estudiados ya cilindros y co 
nos veamos la forma de hallar la ecuación de una super 
ficie tangencial. Dada la curva¿ llamada arista de re- 
troceso, por sus ecuaciones paramétricas 


= x(u) = y(u) z = z(u) la evuación - 
de da tengente ES 


Si se elimina u, entre estas dos ecuaciones se obten— 
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drá: la ecuación implícita de la superficie. Cuando no 
se puede o no se desea hacer la eliminacion, llamando 
v al valor común de las razones (33) se tienen las — 
ecuaciones paramétricas de la superficie en la forma 


zx = x(u) + v x'(u) ,? y = y(u) + v y'(u) ,, 


z= Zu) + v 2'(u) (34) 
o bien en notación vectorial 
OB = Pu) + v Pr(u)- (35) 


Un ejemplo interesante es el helicoide desarrolla 
ble superficie formada por las tangentes a ura helice 
circular. Siendo x= a cos u ss» J=asenu y» 

= ku las ecuaciones de la hélice, las ecuaciones 
paremétricas del helicoide desarrollable según (34) se 
rán 
XxX=acosu-avsenu y y=asenutamwvcosu 


z = k(u + v) (36) 


El plano tangente en el punto (u,v) es perpendicular 
al vector 


. 


I J K 
“a sen u-avcos u á COS u-amvosenQu k = 
-2 sen u a cos u k 
1 J K 
= [|-ravcosu-avsenu 0 = 
- a sen u 2 cos u k 
I J K 
= y -=2 COS uU -2 sen u 10) 
=a sen u É cos u k 


lo que prueba que tiene la misma orientación cualquie- 


e PS 


re que sea v es decir, que el plano tengente es el mis 
mo en los distintos puntos de una generatriz rectili— 
nea. 


Si la arista de retroceso está dada como intersec 
ción, de las dos superficies  F(x,y,2) = 0  G(x,y,2)=0 
para hallar la ecuación de la superficie desarrollable 
formada por sus tangentes se procede asíz Un punto = 
P(xy9Y,92,) de la curva satisface a las dos ecuacio— 


nes Fx, >Y49 27) = o ds G(x,Y4924) = 0 y la tan— 


gente en él es la intersección de los planos tangentes 
a las superficies, O sea está definida por las ecuacio 
nes 


(x - x,) a + (y - y 4) Ez Hala 2,) E, 


n 


O 
1 


0) 


(x - x/) So, + (y - yy) Sy, + (2 - 24) A 


Eliminando X4> Yqr Zq> entre las cuatro ecuaciones ob 
tenidas se tendrá la ecuación de la superficie buscada, 


Se. llaman superficies alabeadas las regladas no —= 
desarrollables, de modo que los planos tengentes en — 
los distintos puntos de una generatriz rectilínea son 
distintos. Si la superficie se define mediante rectas 
que se apoyan en una curva de ecuación vectorial 


OB = Pu) la ecuación vectorial de la superficie se 
rá: ] 
08 - Pu) + v au) (53 


1 


El vector normal «al plano tangente en un punteo sv) 


será el producto vectorial 


Bo 30] 0 - 70 0 +1 70530 


A 
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—> —» —>  -—e 
luego es de la forma a+ vb en que a y b son dos - 
vectores fijos para un valor de u o sea para una gene- 
ratriz dada. 

A cuatro puntos Vi» Vos V3> ME de la misma gene 
ratriz corresponden cuatro vectores 


d+ vB), 24 198 a, a+ vB, 24 y, ? que de- 
finen las cuatro direcciones perpendiculares a los pla 
nos tangentes en dichos cuatro puntos; la razón doble 
de las cuatro direcciones es igual a la de los cuatro 
planos tangentes e igual a la de los cuatro puntos de 
contacto; por lo tanto: "el haz de planos tangentes en 
los puntos de una generatriz es proyectivo con la serie 
de los puntos de contacto" (Teorema de Chasles). 


Entre los planos que pasan por una generatriz son 
notables: el plano asintótico, que es tangente a la su 
perficie en el punto del infinito de la generatrizz el 
perpendicular a él, que se llama plano central y cuyo 
punto de contacto se llama pruto central. El lugar geo 
métrico de los puntos centrales se llama línea de es— 
tricción. 

Se llama paréuetro de distribución de la genera— 
triz a la distancia entre el punto central y el gun to 
de contacto de un plano que forme un ángulo de 45”, en 
sentido directo con el plano asintótico. 


Veamos algunos ejemplos de superficies alabeadase 
Una recta que se mueve apoyándose en tres curvas dadas, 


llamadas directrices, engendra en general una superfi- 
cie alabeada. ú 


Si las ecuaciones de las tres curvas son 


a 


£,¿(%> Y, 2) =0 


N 
”o 
a] 
a 
< 
ws 
] 
== 
li 
o 


(39) . (40) 
p(x> Ys z)=0 Pax, Y) 2) = 


£3(x, Y» z) = 0 


W 
o 


3 Y» z) 


y las de la recta genérica 


X= az3+p 
(42) 
y=b23w%+au 


eliminando (x,y12) entre (39) y (42) se tendrá una — 
ecuación de condición 


R,(, b, Pp», q) = 0 (43) 


que expresará la condición para que la recta corte a - 
la curva (39). Procediendo análogamente con (40) y (42) 
se obtendrá 


Rola, b, p> a) =0 (44) 
y con (41) y (42) resultará 
Ry(a, b, Pp, a) 


0 (45) 


Finalmente eliminando a, b, p y q entre las cinco ecua 
ciones: 


E, = 05», R, = 05,, Ry =0,xX=a2%+p.»—, y = ba 
resultará 

F(x, y» z) = 0 (46) 
que es la ecuación de la superficie. 


Una o más de las directrices puede sustituirse — 
Por una superficie a la que haya de ser tangente la — 
Tecta generatriz, o por una lines del infinizso lo que 
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equivale a dar un plano director o un cono director. 


Como ejemplos de esta clase de superficies citare 
en . e . . a] 
mos las conoides. Se denominan asi las superficies re 


gladas que tienen una directriz rectilínea propia,otra 
impropia que no tenga ningún punto común con la ante— 
rior (o sea un plano director) y además otra directriz 
curva o recta o bien una superficie a la que hayan de 
ser tangentes las generatrices rectilíneas. 


Si se toma como eje 0% la directriz rectilínea — 
propia, y el plano director paralelo al OXY las ecua— 


ciones de las rectas que se apoyan en las dos directri 
ces seran de la forma 


y= ax z=b (47) 
en las que a y b son dos parámetros. Si 
f(x, y, 2) = 0 pta, Y, 2) (48) 


son las ecuaciones de la tercera directriz, eliminando 
X, Y) 2 entre estas dos y las (47) se tendrá una ecua- 
ción de la forma R(a,b) = 0 ó bien b= Ría) de — 
las que se deduce la ecuacion general de las superfi— 


cies conoides en la forma a[», 1] =0 6 bien 


2 = R(L,) (49) 


Cuando la directriz rectilínea y el plano direc— 
tor son perpendiculares, el conoide se llama recto; en 
caso contrario se llama oblicuo. 


Somo ejemplo notable se tiene el conoide de Plic- 
ker que tiene por directrices una elipse (P contenida - 
en un cilindro de revolución, una generatriz rectili— 
nea d del cilindro, que pase por un extremo A del eje 


mayor de la elipse, y por plano director el per pendicu 
lar al eje del mismo cilindro. 
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Si se toman como planos de referencia: el diáme— 
tral del cilindro que pasa por la directriz rectilínea 
como XOZ3 el tangente al cilindro a lo largo de dicha 
generatriz como YOZ, y el perpendicular al eje por el 
centro de la elipse como OXY, y si r es el radio del - 
cilindro, las ecuaciones de las dos directrices d y P 
y de la generatriz g serán 


x=0 (xr y? 2 ye =p? y= qx 
d AS g 

y=0 aXx-rz=ar Zz= h 
siendo a la distancia del origen, contada sobre 0Z,al 
vértice de la elipse contenido en la directriz d. 


ñ 


Ú 


La condición de que se corten P y 8, como se tie 


ne fácilmente x= l2 +) y = q He) z = h, 


se obtendrá sustituyendo en la primera ecuació: de Pf; 


después de simplificar resulta (h-a) + a“(hta) =0 

y eliminando h y q entre esta y las ecuaciones de g re 
E 2. 2 

sulta 2 = a 5 y si se cambian los planos XOZ 

x” +y 

YOZ por los bisectores de los diedros que forman con— 

servando el eje 0Z y el plano XOY, se tendrá la forma 

ordinaria en que suele presentarse la ecuación de este 

conoide 


Zo = A (50) 
xXx" + y 
de la que se obtiene la siguiente representación para- 
métrica 
X= ucos v y = usen y 'z= a sen(2 v) (51) 


2 
T. Superficies de traslación 
Reciben este nombre las superficies engendradas por 
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una curva s¿eneratriz que se mueve manteniéndose parale 
la a sí misma y aroyándose en otra fija (directriz), 


Sea P = pl(u) la ecuación vectorial de la directriz 


e. > 
[componentes x(u), y(u), a(u)] y q =alv) la ecuación 
vectorial de la Sencretnia [domponentes x, ls y, (v) ; 


Zz ¿m). Supongamos además que ambas curvas tienen un - 
pÚúnto común « 

Sea A(x,y,2) un punto ge 
nérico de la superficie per 
teneciente a la posición e! 
de la generstriz que corres 
ponde a la posición P del - 
punto Po y Sea A la posi-- 
ción que ocupaba el punto A 
en la generatriz g. Como P 
y A se obtienen de Eo A, 


«respectivamente mediante -— 
una traslación, los vecto— 





res P A y PAL son equi polentes. Entonces se tiene 
i=0DB2:0 X, E E o sea OR -0P40 E, 20 E, 


que constituve la ecuación vectorial de la superficie; 
las ecuaciones paramétricas son por tanto 


x = x(u) + x, (v) - x(u,) 
y = y(u) + yq (v v) - ylu,) 
z == z(u) + 2, (w) - alu, ) 


Recuériese como ejemplo que la ecuación de los para 
boloides se obtuvo considerándolos como superficies de 
traslación, 
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PARTE 2”: 
CALCULO INFINITESIMAL 


== 


Tema 1.-— RELACION DE ORDENACION. IDEA DE ESPACIO TOPO= 
LOGICO. EL CUERPO DE_LOS NUMEROS REALES, 


1.- Sucesiones de rúmeros racionales, 


El alumo que llega a este curso, ha manejado ya 
los números reales, puesto que ha calculado logaritmos, 
ha manejado funcionez trigonométricas, etc. 


De lo que se trata ahora es de establecer el con 
cepto de número real, partiendo del cuerpo Q de los nú 
meros racionales, y dotándole de estructura topológica, 
para efectuar después la operación de completarlo y ob 
tener así el cuerpo R de los números reales. 


Se llama sucesión de elementos de un conjunto C, 
a una aplicación del conjunto N (números naturales) Sñ 
C, tal que a todo nÉ N, le hace corresponder un ele- 
ento de C que designaremos por X,. 


Una sucesión de números racionales es pues una = 
aplicación del conjunto N en el conjunto Q de los núme 
ros racionales. Se escribe la sucesión además de por — 
la notación Xx,» Por esta otra menos breves Xy» Xo> X3> 


e. Xy ..., donde se ponen de manifiesto los elemen-—- 


tos de Q que corresponden a los números naturales 1,2, 
4d . 
+». Ny »o. El elemento Xx, se llama término general de 


la sucesión, 
Ejemplos: 
12) Supongamos X, * 1, Cualquiera que sea n. Se -— 


trata de una sucesión constante: 1, 1, 1, +...» 
1, n... 


22) Definamos X,, = 1 3 Xop¿y = 0 Se trata de la 
sucesión: 1, O, 1, O, +». 
e) 2,22, 222 ... En este caso Xx 
3) 15 + 100 » 1000 » *** *n” n 
es una fracción cuyo numerador tiene n nueves, 
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y el denominedo es 10%, 


2,- Concepto de límite. 
Se dice que une sucesión Ea de. números racionales 


converge hacia cero, cuando n tiende a infinito, si a 
todo racional positivo É se le puede asociar un ente- 
ro p tal que para todo n» p se verifica [x,|< E. 


Se dice que una sucesión Za de racionales conver- 


ge hacia un número racional x, cuando n tiende a infi- 
nito, si la sucesión X, 7“ * Converge hacia cero,o sea 
lx, =x|<€ para todó n tal que n » p. 


La notación que se suele emplear es: lím x, 7 0 


s n—»00 
ó bien lim X, 3 X 588 dice también que cero o bien X, 


n—+00 
respectivamente, es el límite de la sucesión, 


La expresión: ya es una sucesión convergente en 


Q" significa que existe un número racional x hacia el 
cual converge r, cuando n tiende a infinito, 


Dada una sucesión de números racionales Za no - 


siempre es convergente en Q, pero en cambio puede afir 
; : a 
marse que si la sucesión Xx, “onverge en Q, su límite X 


es único, En efecto, si por un momento suponemos que se 
2... > . .. . 
la sucesión Za, pueda tener dos limites distintos Xx pa Xx 


debe verificarse que lx, - x|< £ para todo n » P, Pe 
ro también debe ser [x, e z'| <É para todo n» D'.- 


Sea P el mayor de los números Py p'5 para todo n » P 

se cumplen simultáneamente las dos desigualdades cita- 

das. Por otra parte lx -x'] = [x Xx, 4 ES xs 

$ lx -x |+lx -x[<€ +€=2€ , pero esto es impo 
n n 4 


sible en cuanto tomemos E, más pequeño que 5 lx - x']. 


E 
La desigualdad lx, - x|< € , equivale a la doble 
desigualdad -Exx, -=-x<€ óbien x- E x <x+€, 


Conviene sotraas; en este punto, el cniept de 
intervalo, 


El conjunto Q de los números racionales se llama 
también recta racional y los números racionales puntos. 
Sean a y b dos números racionales tales que aS h. Se 
llama intervalo abierto de extremos 2 y b y se repre— 
senta por (a, b) al conjunto de los números racionales 
r tales que a<rCb, Sia -=b, el intervalo se dice 
que es vacio, Se llama intervalo cerrado, y se repre— 
senta por [a, b] al conjunto de los números raciona— 
les r que cumplen agrs<b. 


Por medio del concepto de intervalo, el concepto 
de sucesión convergente hacia x se puede formular así; 
X, 2s convergente hacia x, si todo intervalo 
(x - €, x+€) cuyo punto medio es x, contiene todos 
los términos Za de la sucesión, salvo, a lo sumo, un - 
número finito de ellos, 


En realidad, la limitación de que x sea punto me- 
dio, no es esonciay y puede prescindirse de ello, ya - 
que todo intervalo abierto (a, b) que contenga a x con 
tiene también un intervalo abierto (x -E£, x +€) cuyo 
punto medio sea x, (basta tomar para € el más pequeño 
de los números x — a, b - x), y recíprocamente. Por — 
ello podemos afirmar: 


Xa converge hacia x si todo intervalo abierto que 
contenga a x contiene también los > salvo un número 


finito. Esta definición de convergencia, es la más im- 
portante desde el punto de.vista de la Topología, y la 
volveremos a encontrar más tame, 


3,- Sucesiones dobles de racionales, 
Sucesiones cobles de recionates 


Una sucesión doble, que se representa por Am n ? 
” 


a 


no es más que una aplicación de N x N en Q, 


; : 1 
: = + H = . 
Ejemplos; Xop,n n+n 3; A mn 3 A 4 ; 





Xx = Mm pé 5 etc 
m,n E , . 


Se dice que une sucesión doble 2 de racionales 
converge hacia cero cundo nm y n tienden a infinito,si 
a todo racional positivo £ se le puede asociar un 2 
tero P, tal que para toda pareja (ia, n) tal aue simul= 
táneemente sea m»P y no» P, se tenga |. |< E. 

, 


Ejemplos la sucesión x = ] 


m,n me + yA 





tiene límite ce- 
ro, 


Se dice que la sucesión doble Fo, n 9Myerge hacia 
e 
un racional x cuando m y n tienden a infinito, si la - 


sucesión a, e x) converge hecia cero, 
? 


Se suele emplear lu notación siguientes 


lim x = Xx 


m — +0 
n —» 0 


4.- Sucesiones de Cauchy de números racionales, 
Si x, es una sucesión convergente en Q, la suce— 


- x_ ) es convergente hacia cero. 


sión doble (x 
m n 


En efecto se verifica ES - x|< € siempre que n 


ser. mayor o igual que un cierto P. Por tanto si m y P 
v nyP se tendrá 


x Y ]=]x -xtx-x ix - x+fx-x, |< 2€. 
Al [*, n m | n 


La condición de que la sucesión La” Ea converja 
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hacia cero, es pues necesaria para la convergencia en 
Q de la sucesión x,. Pero esta condición no es sufi-- 
ciente como vamos a probar construyendo un ejemplo, 


Sabemos, que no existe ningún número, entero Ó ra 
cional, cuyo cuadrado sea 2, y que cr lquiera que sea - 
el entero n, se puede encontrar un entero Pr, tal que 


Pp y? p + 1312 
Pay << (3) 
10 ' 10 











2 2 
Pa, (2 +1) Pa 
Se tiene entonces: 2 - ETT < Dali 
10 10 10 
i 2 P, + 1 
¡9 > 


2 
Pero también esy 2 Ss 2,107 < 4.10%, por lo cual 


P, < 2. 10 3 por lo tanto 


2p +1 n 
—_— £ 2 12 - Ls y como esta expre 
10% 10% 10 10% 


sión puede hacerse tan pequeña como se quiera pearg n - 
. . . 2 
suficientemente grande, se concluye que-la sucesión 


2 
Pp 


— tiene por límite 2 cuando n tiende a infinito, — 
10 5 


A 2 A 
Si llamamos x =-L se tiene que lim xí = 2, Si - 
n a 
102 n—o 
existiese xQ tal que lim Xx, =xX se tendría tam- 


2 2 UE 
bién lim Xx, =X en virtud de ser 
Nn—>»00 


a E = (x — X,) (x + 7) y E debería ser por tanto 


SB. 


igual a.2 lo que es imposible, 


Finalmente, por ser convergente la sucesión 2, se 
tiene lim [xs - x, | = 0 yde a - ye = (x, x,). 
m n m n 
mn -—»0w Ñ e x,) 


n —+00 


se concluye que lim [x,, - X,, | = O, Por tanto la suce 
n — 0 
n —+00 

sión x, es una sucesión de números racionales que no - 


converge en Q, a pesar de que satisface la condición -— 
necesaria lim [x., - x,| = 0. 

m —>+ 00 

n —»00 


Definición.+ Se llama sucesión de Cauchy en Q, to 


da sucesión X. de elementos de Q que satisface la con- 


dición lim la, =p | * 0. 
m —+* 0 
'n —>00 


Se puede decir, en resumen, ques 


1%) Toda sucesión de nímeros racionales convergente 
en Q, es una sucesión de Cauchy. 


22) El conjunto de todas las sucesiones de Cauchy - 
de elementos de Q contiene todas las sucesiones 
convergentes en Q y otras que no lo son. 


5.- Operaciones con sucesiones de Cauchy. 


En lo que sigue designaremos una sucesión por una 
sola letras x= (x,) ,, a= (a,) , eto. 
Adición, Por definición x + x' = (Gx, 4 x1). Con = 


esta definición se tiene Que la suma de dos sucesiones 
de Cauchy, lo es también, En efecto como |x, —x,|<É 


to t . 
y |x,, x)/ <ÉE resulta que: 
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+31 (x +a1)] =| PR xl ox! 
| 'm 5 de) Em 7 Ep * Xp 7 pj € 


6 la 3] + Papi eze. 


Si designamos por O la sucesión cuyos términos - 
son todos nulos O = (0), que evidentemente es una suce 
sión de Cauchy, se tienes que x+0=0+x=x, 


Si se pone - x = (- x,) resulta que x + (-x) = O, 
y evidentemente la sucesión -x es una sucesión de Cau- 
chyo. 

Multiplicación.- Por definición x.x! = E, 4 x,). 


El producto de dos sucesiones de Cauchy lo es también, 
En efectos 

a a 1 lo yt 
A AA + (Er 7 Xp) o AL A. (xs x,), 


Por tantos 
tx x;| xt. fx - pp |; -x! 
[o : En n * FpiS mir | m n nl: m n 


Admitiendo por el momento que toda sucesión de Cauchy 
está acotada en valor absoluto (cosa que demostraremos 
más tarde) se tiene que Jx, [e [x, | € M cualquiera 


€ 
que sean m y + Luego como puede hacerse [x,- Xx, [$ > 


oa ÉL : 
y [x,, A se obtiene 





3 .i< a e, o 
ln + A EJE + p=€ 
Las operaciones de adición y multiplicación hacen 
que el conjunto de las sucesiones de Cauchy adquiera - 
la estructura de anillo, 


Entre las sucesiones de Cauchy, son importantes - 
las sucesiones que tienen límite cero, y que se llaman 
sucesiones nulas, No se confunda una sucesión nula,con 
una sucesión cuyos términos sean cero, 
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En el anillo de las sucesiones de Cauchy, el con- 
junto de las sucesiones nulas es un ideal. 


Habrá que probar que la diferencia de dos sucesio 
nes nulas lo es también y que cl producto de una suce- 
sión nula, por una sucesión de Cauchy cualquiera es — 
una sucesión nula, En efecto sea lim x_ =0 

n —>00 
lim qe O y esto significa que se puede encontrar — 
n —+00 
un índice Y tal que simultáneamente se cumpla px, |< 


€ 


ly] 4 7 Pare todo n»V . Entonces ocurre que 


lx, = Y] $ [X, | A [ Y, | <€ 


mien 


Sea ahora x= (x,,) una sucesión nule y z = (2,) 


una sucesión de Cauchy, que por tanto estará acotada 
en valor absoluto: [2,1 £ li para todo n. Como se pue- 


de hacer [x, | < £- tomando n>yY, resulta: 
|x . 
n 


6.- Construcción del cuervo de los números reales. 


El principio le la construcción del cuerpo de los 
núneros reales es el siguientes en el conjunto C de - 
las sucesiones de Cauchy de elementos de Q se define - 
una relación de equivalencia R; sobre el conjunto co-- 


: C : 
ciente T se definen las operaciones suma y producto 


que le dan estructura de cuerpo; se comprueba, a conti 
nuación, que Q está en correspondencia biunívoca con - 


una parte de + y que al identificar Q con esta par 


¿ C Da 
te de T >» las oreraciones de To restringidas a 
Q son las mismas yá conocidas en el campo de los núme- 


ros racion: les. 


E 

Definizión.—- Dos sucesiones de Cauchy de números 
racionales x = (x,) y x= (x1) se llaman equiva— 
lentes, si la sucesión (x, - x,) es una sucesión nula, 


es decir si lim (x, - x,) = O, Se suele escribir -- 
n—»wm 

x'“vx' para indicar la equivalencia entre las sucesio 

nes, 


Esta relación es una relación de equivalencia por 
que cumples 


12) xux ya que x-x=0 que evidentemente es 
una sucesión nula, 


22) x0wWx'=>x'vx ya que si lin Gx, - x!) = 0, 


n—o 

también lim = - x,) = 0 
n—»00 

puesto que |x -=x | - | * =x 

Eu a n *n n nl 


39%) xewvx! ,, x ua" =>xvx", En efecto 


E A dl 


: ny 
luego lim (x, xn) = 0 
n-—»o 


Este relación de equivalencia permite clasificar 
el conjunto C de las sucesiones de Cauchy en clases de 
equivalencia que son los elementos del conjunto cocien 


an 
te —]- + Esoribiremos $ =cl(x) , Y = cl(x'), etc. 





En el conjunto cociente vamos a definir una suma 
y una multiplicación, 


Adición.- Pongamos Y+Y' = cl(x 4x1) = F4$ 


Esta clase es independiente del representante es- 
cogido pues si Xx, VX Y si x¡“vx' resulta 


(1 +20) - (2, +37) = (2-31) + (20-25) 


Lc 


luezo cl(x + x') = cl(x, + x3), puesto que la suma de 


dos siucesicnes nulas es también una sucesión nula, 

Si ponemos 0O=cl (0) entonces: Y+0=% cual 
quiera que sea $ . 

Se define el opuesto de s de esta forma: 
- Y = cl(=x)j3 por tanto $ 4 (-$) = 0 cualquiera que 
sea E. 


Luego la adición, hace del conjunto de las clases, 
un grupo abeliano, 


Multiplicación.- Pongamos E. “!' =cl(x . x!). 
La clase de x . x' es independiente del represen- 
tante escogido para < y para $", pues si x Vx, y 


y 2! = xXx! -— x! son 


xx; se tiene que 3 =X- xXx 2 


4 
sucesiones nulas, y se puede escribir 


to N ! y = tl , 
xx (xy +2). (21 +2) x, +2, 2 +x 2422 


Pero x, zt, x; z y zz! son sucesiones nulas y por 


tanto también lo es la suma, luego cl(x x') = cl(x, x,) 


La multiplicación es distributiva con respecto a 
la suma, pues G($' +") =clx. (x' + x") = 
= cl(x x') + cl(x x") = $, $: 15.5". 

El elemento neutro de la multiplicación es la cla 
se de la sucesión constante igual a 1; se suele escri- 
bir 1=cl(1) y se verifica 1. %€= Y cualquiera — 
(ue sea $. 

Toda clase Y ¿0 tiene un elemento recíproco pa 
ra la multiplicación. En efecto, si x es un represen— 
tante de Y, sea x= (x,)> donde (x,,) no es una suce- 
sión nula, ya que se cumple |x,|> m>0 paranyV .- 


y sucesión = es también una sucesión de Cauchy -— 
n 


=13- 


(como puede comprobarse fácilmente). Pongamos 
- 1 . -1 
$ t- o) 3 se tiene entonces; 5.5 = 01(1) = 1 


Si lÍmamos R al conjunto de las clases de equiva- 
lencia podemos afirmar que R, dotado de la adición y — 
multiplicación que se acaban de definir, es un cuerpo, 
cuyos elementos se llaman números reales, 


7.- Isomorfismo entre Q y una parte de R, 


A todo r€ Q hagámosle corresponder la clase de 
la sucesión (2,,) tal que r, = Tr para todo n. Designe— 


mos esta clase por cl(r). La aplicación de Q en R, de- 
finida por r —=>cl(r) es una aplicación biunívoca - 
de Q en una parte de R, En efectos si cl(r) = cl(r'), 
entonces las sucesiones r y r! son equivalentes, pues- 
to que lim |r - r'[= 0 y por tanto r=r'. 
n—»00 

Al número recional r + r' le corresponde 
cl(r + r') = cl(r) + cl(r') y al número r . r! le co- 
rresponde cl(r. r')- cl(r) . cl(r*). 

En razón de este isomorfismo, consideraremos como 


idéntico el cuerpo Q de los números racionales y su -— 
imagen en R, mediante la aplicación r —cl(r). 


De esta forma hemos sumergido el cuerpo Q, en otro 
más amplio R, 


Las consideraciones anteriores son de naturaleza 
algebraica. 


Vamos ahora a definir en R una relación de orden 
y después una noción de límite, 


8.- Relación de orden, 


Sea “$ € R. Decir que $> 0, significa que en la 
clase '$ existe una sucesión de Cauchy de racionales — 
cuyos términos son r,+r>0 para todo n, 


Entonces toda sucesión de racionales, equivalente 
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a (1), y por tanto perteneciente a $ , estará formada 
por récionales que tengan la misme propiedad a partir 
de un cierto valor de n. 


Análogamente $>0 significa que existe en la cla 
se $ , una sucesión (2,,) cuyos términos son todos »0 


en Q, o bien una sucesión equivalente a O [EN w (0)] ¿ 


Entonces podemos definir “$ %' cuando $ - $'30 
y también Y>$' cuando f-E' > O, 

Se comprueba sin dificultad que se obtiene asi una 
relación de orden (véase pág. 10), 

ista reisción de orden es compatible con la adi-- 
ción y multiplicación de números reales >0, lo que — 
quiere decir que: a) si €, €' y $" son tres números 
reales tales que $3 Y! se tiene É+ $" > Y! 1 €" y 
bd) si 35" y "0 se tiene FE">F' f". 

Esta relación de orden cumple también el siguien- 


te axioma de Arquímedes: si n> $>0 se puede encon 
trar un número entero n tal que n. $ > Y (no entra-- 
nos en la demostración). 


Finalmente, dados dos números reales Y y $', o - 
bien es $! - Y 05 bien $ -$' > O, lo que quiere — 
decir que se tiene F< $! 5 $'< €. 


El conjunto de los números reales es, pues, total 
mente ordenado para esta relación, 


9.- Valor absoluto de un número real, 


Se llama valor absoluto de un número real $ y se 
designa por 1$] , al número real siguiente: 


si “30 ,, IS] =$ 
si $e0 ,, |$]--$ 
Esta definición equivale a esta otra: si $ = cl(r ) 


1$)= ex([=,1) il 


Las propiedades fundamentales úel valor absoluto son; 


15 - 
181 -. =>3$- 
IS-11=15/.171 
ISR] < 15210 


que son las mismas que tenía el valor absoluto de los 
números racionales, 


10.— Intervalos, sucesiones convergentes y sucesiones 
de Cauchy de números reales. 

Hasta ahora hemos desigmado los números reales - 
con letras griegas y los racionales con letras latinas, 
No siendo necesaria a partir de ahora tal distinción,- 
usaremos una u otra notación indistintamente, 


Dados dos números reales a y b siendo ag b, se — 
llama intervalo abierto, de extremos a y b y se repre- 
senta por (a, b) al conjunto de todos los números rea- 
les x tales que a< x Cb. 


El intervalo se llama cerrado y se representa por 
[a, b] cuando a £x £b. 


Cuando a < xs b el intervalo se llama cerrado - 
por la derecha y se representa por (a, b]. Definición 
análoga se da para [a, b). Cuando a =b el interva- 
lo (a, b) es vacío y el fa, b] queda reducido a un - 


punto. 


Se llaman también intervalos los conjuntos a $x 
Y x<a que se representan por la, a) y (-00, a] res 
pectivamente. 


Si no se incluye, en cada caso, el extremo a se — 
obitenen Jos intervalos abiertos (a, wm) y (-o0, a). 


Finalmente el conjunto R de todos los números rea 
les que se representa por (-o0, 00) se considera tam— 
bién como intervalo abierto, 


Sucesiones convergentes.- Se dice que una sucesión 


(x,,) = Xys Xo) »..e Xp» ... converge hacia cero, cuan 
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do n tiende a infinito, si a todo número real y posi 
tivo E, se le puede asociar un número natural p tal - 
que, cualquiera que sea n » Pp, se tenga [x, | < €. 


Se dice que una sucesión (x,,) converge hacia x, - 
si (z, - 1,) converge hacia cero, es decir bo, - x,]<€ 
para n»p» 


El número x «se llama límite de la sucesión y se 
escribe lim X, “X>. 
n-—+*00 


En el tema 32 estudiaremos más detenidamente las 
Propiedades de las sucesiones de números reales y el -— 
cálculo de límites, 


Con igual razonamiento que en el caso de los núme 
ros racionales podemos decir aquí que si una sucesión 
(x_) de números reales es convergente su límite es úni 
co. 

Con vistas a su generalización, debemos procurar 
definir la: noción de convergencia con ayuda de interva 
los abiertos, la desigualdad E, =x,12<€ equivale a 


la doble desigualdad -—É€< Xx, 714 E 6 bien 
x-é< x, <x 1 £. 

Teniendo en cuenta que todo intervalo abierto 
(a, b) que contiene un número x, contiene también un 


intervalo (x-€,x+ € ), podemos decir, como en el — 
caso de las sucesiones de racionales; 


Una sucesión de números reales (x,,) converge hacia x - 


si todo intervalo (abierto) que contiene a x, contiene — 


también a todos los Za» salvo, a lo sumo, un número fi 
AA A A A AAA 





nito de ellos, 





Sucesiones dobles convergentes. 


Sea o, a? una sucesión doble de números reales, 
, 


A 


es ea una aplicación de Nx N en R. Se dice que 
Ge converge hacia x cuando m y n tienden a infini- 
to” EN para todo €. >0 se puede encontrar un entero P - 
tal que para toda pareja m y n tales que mn» P y 

n »P se verifique (o - x| <EÉ . Se escribe: 

lim Xm,n = Xx 

M->00 

n— 0 


Sucesiones de Cauchy. 2 


Se dice que una sucesión (X,) de números reales - 


es una sucesión de Cauchy, si la sucesión doble 


EM - x,) converge hacia cero cuando m y n tienden a - 


infin* to. 
La noción de sucesión de Cauchy la volveremos a — 


encontrar mas tarde cuando demos unas nociones de espa 
cios topologicos. 


Queda la duda de si la noción de convergencia de 
sucesiones de racionales, que hemos dado en Q, quedará 
"incluída" en esta otra definición de convergencia que 
«se acaba de dar para el cuerpo R, 


Un importante teorema, que no demostramos por bre 
vedad afirma: Si una sucesión de racionales (25 ) con-- 
verge hacia el racional r según la definición de suce— 
sión convergente en Q, también converge hacia TI, según 
la definición, de convergencia en R y recíprocamente, 


Por ello en lo sucesivo se entiende que la defini 
ción de convergencia a que nos referimos es la propia 
del cuerpo R., 


Vamos ahora a exponer dos importantes propiedades 
del cuerpo de los numeros reales. 


18) Todo número real es lÍuite de racionales, lo que 
también se dice de esta otra manera: el conjunto Q es 


denso en R. 


18:23 
Sea en efecto £ € R. Por definición, $ es la cla 
se de una sucesión (r,,) de racionales que es sucesion 
de Cauchy en Q, y por tanto en R. Pero Tn considerado' 


como número real, es la clase de la sucesión cuyos tér 
minos son todos iguales a T, Y por tanto l5 - el es 


la clase de la sucesion ls - r,] : [zo - Po | y... 

La. PA r. 1 ... Pero como (£.) es una 'sucesión de Cau- 
chy se tiene Ir, - r[<€ sin ym son »P. Por tan- 
to ls - cal tiende a cero, cuando m tiende a infinito. 


s 2%) Toda sucesión de Cauchy de números reales es - 
convergente en R (recuérdese que esta propiedad no es 
cierta en Q). 


Se dice por ello que el conjunto R es completo.En 
efecio: Sea (x= Xqr Xoy +.» Xp +». Una sucesion 
de números reales que sea sucesión de Cauchy es decir 


tal que lim EN - x,,| =0 
m—»00 
n>0 ' 


Sea É_ una sucesión de números reales positivos 
tales que lim Ep = 0 
p-+»00 


A todo X, se le puede asociar un racional Pp tal 
que lx, - En < Es «según la propiedad 12%) acabada de 
citar. 


Se tiene entonces; 
[Eo = | $ |" = Xp] + [mn 7 An] + lx, Sl ra[< 


$ E, +En + 1% = 41 


PO E 


Como lim lx, - x,] = 0 , resulta que 


MD 
n—»>D 

lim E L », | = 0 

M—»00 

N—»00 


Por tanto la sucesión (r,) 'de racionales es una 


sucesión de Cauchy, y de acuerdo con el teorema ante 
rior, el número que define esta sucesión (r,) es - 


£ . . 
limite de r_. Se tiene entonces: 


a sa a =a 

(En, -É€ <[En - L | 4 EN - 8l, con lo cual resulta 
lim E. e 

n—»00 


Este teorema puede ser interpretado de otra mare 
ra que explica por qué se dice que R es completo. 


Para construir R a partir de Q, .hemos partido - 
de sucesiones de Cauchy en Q+ El conjunto R cons trul 
do, es mas amplio que Q, y el método ha tenido exito 
porque une sucesión de Ceuchy en Q no era necesaria- 
mente convergente en Q. Si se intentara seguir el - 
mismo método a partir de las sucesiones de Cauchy en 
R, se obtendría de nuevo Ra 


Finalmente indicaremos que el teorerna se puede 
enunciar de esta otra manera: Para que une. sucesión 
de números reales converja en R es necesario y sufi- 
ciente que sea una sucesión de Cauchy. 


Este criterio para reonocer si un sucesion es 
convergente se llama criterio de convergencia de Cau 
chy y tiene gran importancia teorica. 

Idea de espacio topológicc. 


Con el fin de preparar el material necesario para 
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presentar la teoría de funciones, vamos a exponer 
brevemente algunos conceptos de la teoría de conjun- 
tos que . -convenientenente generalizados nos permi ti-- 
rán hácer una introducción a los espacios topológi-- 
CO3+ 


Distancia en un espacio euclideo. 
a 


Enjla primera parte, Algebra Lineal, hemos estu 
diado el plano y el espacio euclideos, como conjun— 
tos de los pares o de las terne» de números reales - 
respectivamente. Por analogía se define el espacio - 


; z z n- : 
euclideo n-dimensional R”, como el conjunto cuyos —- 
elementos están consti tuídos por n números reales da 


dos en un cierto orden: (xs Xoy ..., X, pe 

Los elementos se llaman puntos, y los números - 
x, se llaman las coordenadas de dichos puntos. Se es 
cribe P= (x,). 

Se define la distancia entre dos puntos P(x,) y 
Qly,) de un espacio euclideo n dimensional, mediante 


la fórmulas 





La-distancia es, pues, una aplicación del espa- 


E ) n 4 - 
cio producto R” x Ren el conjunto de los números - 
reales positivos. 


Las propiedades de la función distancia así de- 
finida son: 


I) Es ad(P,Q) = 0 únicamente si P= Q (propie-- 
dad idéntica). 


11) Es a(P,Q) >0 cuando PQ. 
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111) Es a(P,q) = a(Q,P) (propiedad simétrica). 


IV) Es d(P,Q) + a(Q,R) > ad(P,R) propiedad trim 
gular. 


Solo necesita justificación la propieded IV pues- 
to que las tres primeras son inmediatas. 


si R= (2,) escribimos Uj = Xj¿ Y 1 
Vi; Yj = 2; + Entonces 
2 2 
a(B,9) + a(QR) = YE 0% qe o, 


a(P,R) = YE(u, + edo a 


; 2 
Pero 2(u; + y) = Zuí 22 Zu; v, +2Zv; 


y por consiguiente: 


[a(2,2)J? - [ateo ¿aÉ]- 2Fujv, - miz 


Puesto que 2 (u, +A y)" ES 2 AT 

T 1 “i i 
es no negativa para todo número real A, tendremos que 
(Zu, ws Lu Ev y por, tanto * 


[a(»,2)]* - [a(2,0) + a(q,2) 2£ 0 y como la suma — 
de las tres distancias es siempre positiva (salvo el - 
caso P=Q=R), queda, al descomponer la diferencia 
de cuadrados en producto de suma por diferencia, que 


a(P,R) > [a(?,0) 4 a(q,2)] so C.q-d. 
Espacios métricos. 


Sea A, un conjunto cualquiera, y sea d una aplica 
ción del espacio producto Á x A en el campo de los nú 
meros. reales R, es decir, sea d una función de valores 
reales definida sobre el conjunto de todos los y ces - 
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ordenados de elementos de A. Entonces, d se llama una 
métrica en A si satisface las condiciones I, 11, 111 y 
IV. 


Un conjunto A, junto con una métrica d se llama - 
un espacio métrico. 


Para cual-uier métrica d, el valor de da(P,Q) se 
llama distancia entre P y Q. Un mismo conjunto puede -— 
ser dotado de diferentes métricas. ] 


; ¿ n Pa 
Así el espacio euclideo R”, con la métrica d, de- 
finida como se indico constituye un espacio metrico, 


A cualquier conjunto se le puede dotar de una mé- 
trica, puesto que la función d definida así: 
a(P,Q) =0 si P=Q y a(P,Q)= 1 si PQ , 
(donde P y Q son dos elementos del conjunto) satisface 
las condiciones 1 a 1V. 


Entornos en un espacio métrico. Puntos de acumulación. 


Sea P un punto de un espacio métrico E. Se llama 
entorno de "radio" $ del punto P al conjunto de todcs 
los puntos Q É E tales que d(P,Q)< Y , (en algunos li 
bros especialmente franceses, se denomina bola abierta 
“lo que aquí denominamos entorno). 


Un punto P se llama punto de acumulación de un cm 
junto A, si todo entorno S de P contiene al menos un 
punto Q, de A, diferente de P. Debe observarse que el 
punto P no tiene por qué pertenecer a A, 


El conjunto de los puntos de acumulación de A se 
llama conjunto derivado A*%. Por ejemplo los puntos 
x= 0 y x= 1 son putos de acumulación del conjun- 
to (0< x < 1) _de la recta euclidea, y además cada = 
punto de dicho conjunto es de acumulación. Así pues,en 
este caso, el conjunto derivado A' es el OL£x $ l. 


Un punto P de E, se llama punto de adherencia de 
un conjunto Á de E, si, o bien P € A, o bien P es un — 


=?2- 


punto de acumulación de A, El conjunto de los puntos - 
de adherencia de Á se llama la adherencia de A y se re 
presenta por A. Se deduce de la definición que 
A=AUA!. 





Conjuntos abiertos y cerrados. 


Un conjunto A de puntos en un espacio métrico E, 
se llama cerrado en E si ocurre que A-= A, es decir - 
si el conjunto coincide con su adherencia, lo que equi 
vale a decir que A contiene todos sus puntos de acumu- 
lación en E. Por conveniencia el conjunto vacío se con 
sidera cerrado. De la definición se deduce que el pro- 
pio espacio E es cerrado en sÍ mismo. 


Un conjunto A de puntos en un espacio métrico E,- 
se dice abierto en E, si cada punto de A admite un en- 
torno S formado solamente por puntos de A. Esta defi- 
nición es similar a la definición de intervalo abierto 
de la recta. Por conveniencia el conjunto vacio se con 
sidera abierto. De la definición se deduce que el espa 
cio total E es abierto en sí mismo, Los conceptos de - 
abierto y cerrado aplicados a conjuntos no son mutue=- 
mente excluyentes, ya que hay conjuntos que son a la — 
vez abiertos y cerrados. También hay conjuntos que no 
son ni abiertos ni cerrados. 


En las definiciones de punto de acumulación, con= 
juntos abiertos y cerrados y punto de adherencia, el - 
espacio E juega una parte esencial. Los conceptos no - 
son intrínsecos a los conjuntos que describen, sino — 
que son relativos al espacio E. Un con, :n'o A puede —- 
ser subconjunto de más de un espac'-. :étrico. El ser - 
abierto o cerrado en uno, no implic. +1 ser abierto o 
cerrado en otro, incluso si se utiliza la misma metri- 
Cd. 


= Bs 


Clasificación de los puntos de un conjunto. 


Si un punto P de un conjunto A admite un entor- 
no que no contiene ningún otro punto de A se le lla- 
ma aislado. 

Un punto P de un conjunto A, se llama interior 
si admite un entorno formado todo él por puntos de A. 
El conjunto de todos los puntos interiores de A se — 
llama el interior de A y se representa por A. 


Un punto del espacio E se llama exterior a un - 
conjunto A si es punic interior del complementario 
A. El conjunto de todos los puntos exteriores se — 
llama el exterior de A. j 


Todo punto del espacio E que no es punto inte-- 
rior ni exterior de A, se llama punto frontera de A. 
Los puntos frontera forman la frontera de A (que in- 
cluye los puntos aislados). 

Propieúades de los conjuntos abiertos y cerrados. 
a) La intersección de un número finito de conjun- 
tos abiertos es un conjunto abierto». 


b) La reunión de conjuntcs abiertos en número fi-— 
nito o infínito es un conjunto abierto. 
La demostración es la siguiente: 


Para a). Sea un punto P de la intersección de 
As» Ao, o.» A," En Az el punto Pi admite un entorno 
de "radio" 9, formado todo él por puntos de A¿+ Si — 


' - 
consideramos el menor de los numeros ds» el entorno 


de radio 9, está todo él contenido en la intersección 
Si la intersección es vacia, se trata de un conjunto 
abierto como dijimos. 


Para b). Todo punto P de la reunión pertenece a 
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un conjunto A; al menos, y un entorno de P de radio - 
convenien te, pertenece todo él a As y por tanto a la - 
reunión. 


La intersección de una infinidac de conjuntos — 
abiertos no es necesariamente un abierto. Así por ejenx 
plo, la intersección de los intervalos lineales abier— 





4 
tos (-Íh FE ) donde k= 1, 2, ... es el conjun 


to [Of que consta del único punto cero (que es un con- 
junto” cerrado). 


El complementario de un conjuntc abierto es cerra 
do, pues si P es un punto de acumulación de A, no pue 
de pertenecer a A, y por tanto debe pertenecer a Ba. 


c) La reunión de un número finito de conjuntces ce-- 
rrados es un conjunto cerrado. 


d) La intersección de conjuntos cerrados en númerc 
finito o infinito es tambien un conjunto cerrado. 
Las demostraciones de c) y d) se hacen pasando en 
cada caso a los conjuntos complemer.tarios y apoyándose 
en a) y b) ya demostrados. 


Conjunto denso. Conjunto perfecto. 

Un conjunto A se llama denso con respecto a otro 
conjunto B (o denso en B) si tod ¿unto de B es de acu 
mulación de A, es decir si BCA'. 


Un conjunto A se llama derso por todas partes si 
es denso respecto al conjunto total E. 


Cuando se dice a secas que A es un conjunto den-- 
so, significa que ACA'. Luego un conjunto denso no 
puede tener puntos aislados. 

Cuando ocurre que un conjunto es cerrado y denso 
(A = A') el conjunto se llama perfecto. 

Ejemplos: 12%) Si de un cuadrado excluimos los ver 
tices, se obtiene un conjunto denso pero no cerrado. 
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29) Un cuadrado incluídos los lados es un conjunto 
perfecto» 


32) El conjunto Q de los números racionales, como - 
ya se ha visto es denso por todas partes. 


Teorema de Veierstrass. 
Teorema de "elerstrass 


Es importante para la teoría de funciones, el si- 
guiente teorema de Weiertrass: 


Todo conjunto A de infinitos puntos y acotado tie 
ne al menos un punto de acumulacion, es decir, el con- 


. lá 
junto derivado no es vacio. 


Vamos a demostrarlo para el espacio R, aunque el 
teorema es cierto también en el espacio R?, ... y. en 


el espacio a”, 


Si A es acotado, esto significa que debe estar — 
contenido en un intervalo cerrado [a,b] . Sea a) el - 
punto medio del intervalo es decir: a, = Ll o 
A tiene una im'inidad de elementos, uno al menos de -— 


los dos intervalos [a,a,] , [a, »»] tendrá una infini-- 


dad de eiementos; si están los dos en esas condiciones 
escojamos por ejemplo el intervalo de la izquierda. Si 
por ejemplo, el intervalo seleccionado es el ayay) 
consideremos su punto medio pre.» Y asi sucesivamente 
vayamos escogiendo siempre el intervalo de la iZquier- 
da, con la condición de que en él haya infinitos ele-- 
mentos de A. Se obtiene así una sucesión de intervalos 
ue designaremos por 1 = | 

q gn aL P A > Ba tales que 

Ba is PO A y además L, D Ita cualquiera que 
sea n. Según el criterio de Cauchy Bai tiene un límite 


bié A e Z y eos 
In tambien y como lim IB, ee, | O este limite 
n—»00 


añ 


de ambas sucesiones es el mismo; sea X . Un intervalo 
abierto cualquiera que contenga a “X , contiene un 1,» 


sin es bastante grande, 'e L contiene puntos de A — 


cualquiera que sea n. Por tanto o es punto de acumula 
ción de E. 


s 


El resultado que se acaba de obtener se puede -—- 
enunciar también asi: de todo conjunto acotado que ten 
ga una infinidad de elementos se puede extraer una su- 
cesión convergente. 


Teorema de Heine-Borel. 


Citaremos por su importancia, el teorema del recu 
brimiento o de Heine—Borel, aunque sin dar lademos tra-— 
ción. 

"Sea A un conjunto cerrado y acotado. Si existe - 
una familia de abiertoy qué recubren a A, se puede en- 
contrar un número finito de dichos abiertos que tambn 
recubren a Att, 


La expresión: "una femilia de abiertos que recu— 
bren a A" significa que todo xÉA pertenece al me-- 
nos. a un abierto de la familia. 


Los conjuntos cerrados y acotados, que cumplen el 
teorema del recubrimiento, se llaman conjuntos compac- 
tos. 


Espacios topológicos. 


Hemos visto que un conjunto en el cual se define 
una distancia adquiere una estructura de espacio métri 
co. En tal espacio, hemos definido entornos, conjuntos 
abiertos etc, basandonos siempre en la noción de dis— 
tancia. 


Pero la "noción de distancia" no es más que el me 
dio empleado sara dotar a ciertos espacios particula— 
res, de estructura topológica, es decir para definir — 
en ellos la proximidad". 
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En general, la noción de proximidad, se define de 
manera sencilla introduciendo en un conjunto A, el con 
cepto de conjunto abierto, de manera axiomatica. 


Sea A un conjunto cualquiera y sea fu] un con= 
junto de partes de A que satisface las giguientes con- 
diciones: : 

1) El conjunto vacio y el propio conjunto A pertene 
cen a fu] ¿ 

2) La intersección de dos elementos de fu] per tene- 
ce también a (u] . 

3) La unión de cualquier número de elementos de fu] 
pertenece también a fue ] 


Cualquier subconjunto de partes de A con dichas — 
propiedades se dice que constituye una topología para 
A. Los elementos de fu] se llaman los abiertos de A pa 
ra dicha topología. 


El conjunto A, junto con una topología Use lla 


ma un espacio topológico y se denota por JA, vu] . Los 
elementos de A se llaman puntos del espacio topológico, 


Consecuencia inmediata de la propiedad 22 es que 
la intersección de cualquier número limitado de abier- 
tos pertenece a Y y por tanto es un abierto. 


Ejemploss 
a) Dado.un conjunto A, puede definirse una 'topología 
tomando como abiertos, el conjunto vacio y el propio — 
conjunto A. 
b) Dado un conjunto A se define una topología consi 


derando que los abiertos sor el propio conjunto y el -—- 
retículo de sus partes (incluido el conjunto vacio). Es 


ta topología “se. llama la topología discreta tera A. 


c) Sea A el conjunto de los fúmeros reales x tales 


a p9a 


que OS<x< 1 y sean los abiertos, el conjunto vacio, 
y los conjuntos de la forra OS x<k donde 
OXk Ss 1. 


El propio A es abierto, luego se cumple la propie 
dad 1%, 


La intersección de los abiertos OS x< ky Y. 


O£x<k es el conjunto 0£$x<xk, si XK £ Ko Y 


2 
por tanto se cumple la propiedad 2%. 

La unión de abiertos de la forma 0$ x<k, es 
el conjunto OS< x<h siendo h= máx k; si son en 
número limitado. También se comprueba la propiedad 32 
si los XK; son .en numero no limitado. 


Definidos en un espacio topológico A los abiertos, 
se pueden definir también los distintos conceptos que 
hemos ido señalando en los espacios métricos; por ejem 
plo: : 


Un conjunto C CA se llama cerrado, si su com— 
plementario es un abierto. 


Se llama entorno de un punto x € A, a todo sub— 
conjunto de A que contenga un abierto que incluya a x, 
es decir si EÉ(x) representa tal entorno se debe cun 
plir x€ UC Elx) donde U es un abierto. 


Como consecuencia podemos decir que todo abierto 
es entorno para cada uno de sus puntos, y reciprocamen 
te si un conjunto es entorno de cualquiera de sus pun- 
tos, es abierto. 


Las propiedades, inmediatas, de los entornos son: 
a) si Elx) CC, entonces € también es entorno de x. 
b) si 86, (x) y Ex) son entornos de x también 


. .” 
lo es su interseccion. 


Sd 


c) Dado el entorno €, (x) existe otro entorro Ex) 
tal que EXx) c E, (1), y se cumple que € (0) es en 
torno de todos los puntos de É,(x). 


En un espacio topológico Á se dice que un punto x 
es adherente a un conjunto C, si todo entorno de x in- 
terseca a C. El conjunto de los puntos adherentes a C 
se llama la adherencia de C y se representa por C, 


s 


Homeomorfismos. 


Sean A, y A, dos espacios topológicos. Una apli-- 
cación de A, en Aj: f : A, —»A, se dice continua si 
para cada abierto U de Ap, su imagen inversa re (U) es 


también un abierto de A+ 


Una transformación f de A, sobre A, se llama ho- 


meomorfismo si es biunivoca y bicontinua, significando 
esto último que tanto f como f-1 son continuas. 


La propiedad fundamental de un homeomorfismo es - 
la de ser una aplicación biunívoca que preserva la to- 
pología puesto que las imágenes de abiertcs son tam- - 
bién abiertos, así como las imágenes inversas. 


Problema importante es el de determinar aquellas 


propiedades de los conjuntos que son invariantes para 
las aplicaciones biunivocas y bicontÍnuas. 


Convergencia en un espacio topológico. 
Se dice que una sucesión de puntos Xy) Xpgr Xgoo* 
Xp. de un espacio topológico A converge hacia el - 


punto xXx € A, si cualquier conjunto abierto U que con- 
tenga a x, codtiene todos los puntos X, Para n sufi- 


cientemente grande. Se suele escribir Xy AX para 
nm 


cs 


Como sé ve, esta definición es una generalización 
de la definición de convergencia para sucesiones de — 
números reales. No se crea sin embargo que se verifi— 
can siempre, en los espacios topológicos, las propieda 
des de las sucesiones de números reales. Por ejemplo,- 
puede suceder, que una sucesión converja bacia más de - 
un punto. : 


En relación con la noción de convergencia se uti- 
liza el concepto de conjunto"filtrante. Se llama así a 
un conjunto F, ordenado, que verifica el siguiente axio 
mas 


Si x, y € F, existe un elemento z € F tal que 
Z > X,) Z »»> y» Se dice también, precisando mas, que 
es filtrante creciente. Analogamente se definen los -— 
conjuntos filtrantes decrecientes cuando 2 x, 
Z £ y. 


Algunos tipos de espacios topológicos. 


Nos limitaremos a citar los tipos más notables de 
espacios topologicos. 


2) Espacios métricos. Son aquéllos cuya topología 
se ha definido por medio de una distancia. 

En ellos se definen sucesiones de- Cauchy, (como — 
se hizo en el caso de los números reales). Un espacio 
métrico se llama completo cuando toda sucesión de Cau- 
chy del mismo, posee límite. 


2) Espacios normados. Se definen en relación con - 
los espacios vectoriales de dimensión finita o infini- 
ta. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo de los 
números reales. Se llama norma Ma en V, a toda -— 
aplicación de V sobre el conjunto R+ (números reales — 
no negativos) tal que a todo elemento Y € V le corres- 
ponda un número de R* representado por XI cumplién= 
dose las siguientes propiedades: 


a 
[X= => Y - 7 
¡pAzil = [Al, [121] siendo Á un número real y [A] 


el valor absoluto o módulo de 


e 
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Un espacio normado real cs un espacio vectorial - 
en el que se ha definido una norma. 


* - 

Sin mas que sustituir el cuerpo de los numeros rez 
les, por el de los numeros complejos se cbtiene ia defi 
nición de espacio normado complejo. 

En un espacio normado se puede definir una métri- 
ca asi: 

Si Xx, y € V, se llama distancia entre x e y 
— —» — — 
a ahy) =I1% - y Il. 
Un espacio que sea normado completo, se llama — 
un espacio de Banach. 
32) Espacios de Hamsdorff o espacios separabies. 


Son aquellos que cumplen el axioma de separación 
que se enuncia asís Si xe y son dos putos, existen -— 
«dos conjuntos abiertos y disjuntos (sin puritos comunes), 
uno que contiene a x y el otro que contiene a y. 


42) Espacios compactos. 


Son aquellos que cumplen la propiedad “que hemos -— 
citado con el nombre de teorema de Heine—Borel. 


2 33 - 
Tema 22.- EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS. 


El objeto de este tema es el de recordar los — 
conocimientos que el alumno yu tiene sobre el conjunto 
de los números complejos, haciendo hincapié en las es- 
iructuras algebráica y topológica del mismo, Como fi— 
nal se expondra el cálculo de potencias y logaritmos -— 
en el campo complejo. 


l.- Definición de los números complejos, Operaciones. 

Recuérdese que en el campo de los números reales 
quedan sin solución algunas cuestiones, a saber; raí— 
ces de índice par de números negativos; la potencia- - 
ción en general cuando la base es un núnero negativo y 
el exponente es un número real; el logaritmo de un Mi= 
mero negativo no tiene sentido... 


Por ello se hace necesario ampliar, nuevamente, el. 
concepto de número. Así como se definen los números ra 
cionales mediante pares ordenados de números enteros 
se pueden considerar también pares ordenados de niñas 
ros reales para tratar de construir un nuevo cuerpo, - 
una parte del cual se puede identificar con R, 


Consideremos, pues, los elementos (a,b) del con— 
junto R x R, Definamos la igualdad, así como dos leyes 
de composición: adición y multiplicación. 


Igualdad: Diremos que (a,b) = (a, ,D4) sí y sola= 
mente si a= aq» b = by. 

Adición: Definiremos 
(a,b) + (a, 9D, )= (ata, ¿04 b 4) con lo cual obtene 


mos una lew de grupo A a efecto, si represen- 
tamos por 2 el símbolo (a,b) se tienes 


242, = (ayb) + (a,)b,) = (a + a,,b + by) = 2, +4 


El elemento neutro (elemento cero) es O = (0,0) 


ae 


ya que 24+0=0342 = Ze 
Llamando -4 = (-a,-b) se tiene z + (-2) = 
La propiedad asociativa es inmediata. 


Convendremos en representar el número real a por 
la notación (a,0). Los números de la forma (0,b) se 
llaman imaginarios puros. En perticular el elemento -— 
(0,1) se suele representar por el símbolo i, aunque — 
en muchas Ocasiones especialmente cuando se estudian - 
circuitos eléctricos se emplea el simbolo Je Obsérvese 
que la ley de adición aplicada a los números (a,0) 
conduce a la adición sobre Ro 


El coníunto C de los números complejos, adquiere 


estructura de espacio vectorial sobre el cuerpoR, sí 
se define el producto de un elemento de € (rector) por 
un elemento de R (escalar) así: 


A(a,b) = (ha, Ab). Es inmediato comprobar que es- 
ta definición _cumple las propiedades citadas en Alge-- 
bra Lineal, pag. Y. 


Cualquier número complejo (a,b) se puede expresar 


(a,b) = (a,0) + (0,b) = a 4 b(0,1) = a+ bi 
que se conoce con el nombre de forme binómica. 
Multiplicación. 

Para obtener la estructura de cuerpo, la defini-- 
ción que demos ha de ser tal que esta segunda ley de - 
composición resulte distributiva respecto de la prime- 
ra, luego se debe tener: 


2.2, = (a +bi). la 


+b.b, 12, 


+ b,i) = aa 


4 


¿+ (ab, + a,b) i + 


ás 2 
Falta únicamente conocer el significado de i” pe- 
re que la multiplicación quede definida, Por razones -— 
que no vamos a citar aqui, se ha hecho el convenio -—- 
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¿2 = -1, con lo cual obtenemos: 


2.2 = (a. 2a-b.,))+(2 . by ta. b)á 


La ley así definida es conmutativa y asociativas. 


El elemento (1,0) (es decir el número real 1) es 
elemento neutro para la multiplicación. 


También ahora puede observarse que la multiplica- 
ción aplicada a los números (a,O) conduce a la multi— 
plicación sobre R. 

En resumen: la aplicación a —»(a,0) es un iso 
morfismo de R en C, para las leyes aditiva y miltipli 
cativa. 

Falta comprobar la existencia de elemento recípro 
co o inverso para todo (a,b) f O. Pero esto es inme— 
diato puesto que: 


(2401) (3 2.0? 1) =1 


Así pues, el conjunto C, dotado de estas dos leyes 
de composición es un cuerpo llamado el cuerpo de los — 
númer os comple jos. 

El número complejo a - bi se llama conjugado de 
2 = a+ bi 3 se suele representar así z= a- bis 

Si consideramos la aplicación de € sobre C, con— 


sistente en hacer corresponder a todo 2 su conjugado 
Z¿ se tiene un automorfismo del cuerpo C, llamado auto 


— 


morfismo de conjugación. En efecto si; 


34 =a4+ib, —2,= ay - ib, 
pS, se tiene 
Zo = ao +ib —>2,= 22 - ib, 


Ez 


Como se comprueba inmediatamente. 


Nota,- La división de complejos se efectúa, multi 
plicando « el dividendo por el número recíproco del divi 
sor, como en todo cuerpoz no es necesario pues, ocupar 
se de esta operación. 


Representación gráfica. 


Recordemos que los números complejos se pueden re 
presentar gráficamente mediante los puntos de un plano 
cartesiano: el complejo (a + bi) se representa por - 
el punto P(a,b ). Al eje x se le llama eje real y al - 
eje y eje imaginario.» 


Las coordenadas polares 
sirven también para esta — 
representación. Consideran 
do el punto O como polo y 
el eje +x como eje polar, 
a cada punto P se le pue— 
den hacer corresponder los 
dos números Try f, llama- 
dos respectivamente módulo 
y argumento de P (y por - 
tanto del número complejo 2); el módulo es un número 
esencialmente positivo y representa la longitud del —- 





segmento OP; el ángulo Y se considera descrito desde 
el eje polar hasta la recta OP, y es positivo cuando — 
el sentido de recorrido es contrario al de las agujas 
del reloj. Las fórmulas que permiten pasar de unas a - 
otras coordenadas son; 


a=rTCcoSs Q Te ee 
y = r sen P= aro tg — 


Teniendo en cuenta estas fórmulas todo número 
> . . La 
z= aJ+bi se puede escribir as] 


z = r(cos( + i sen Pp), que se llama -— 


forma polar_o trigonoméetrica del numero complejo. 


ad 


Conviene también observar que el número comple jo 
z tiene por argumentos los infinitos angulos de la for 
ma Q+2kx donde k es un número entero cualquiera, 


Topología sobre el cuerpo de los números comple jos, 


Hemos dichd dado un complejo Z = 2 +bi su mó. 
dulo es ac + bó , Se suele escribir [2] = ao 2 p? 
y se llama también valor absoluto de Ze 


También hemos indicado que G es un espacio vecto- 
rial sobre el cuerpo B. 


Vamos a comprobar que Jz| es una norma definida 
sobre C. En efecto |z| es una aplicacion de a sobre R 
que cumple las eS. 


a) |zl= > 2z=0 


b) E = JAl. l2l, donde A es un "escalar",ya 
que Az= Aat Abi y por tanto 


YA a)? + (URAE IX. ya 4 vó 


c) laz 4z"1S< Iz[| 4 [2'|. Recordando la suma de -— 
comple jos hecha: gráficamente por la regla del paralelo 
gramo, la desigualdad anterior expresa la propiedad — 
geométrica, bien conocida de que un lado de un triángu 
lo es menor o igual que la suma de los otros dos, Para 
probarlo analíticamente se procede asi: 


lz + 21[* = (a+ be 
= (a 402) 4 2(aa! 4 bb1) 4 (ar2 4 012) , luego 
lz 2] 





= 2(aa! + bb!) - 2 
Pero considerando la expresión 


la + pa)? 2 (b+ or) % («107 )42p(aattob1)4 Mo (ar éso?) 
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que es un trinomio de 2% grado en , que toma valor 
no negativo para todo NES escribir 
(aa! 4 por) s $ la Eb 7 la! y pró) y por tanto 
la + gr|? - [a + 1211] £0 y descomponiendo la 
diferencia de cuadrados en producto de suma por dife 
rencia, como la suma de los tres valores absolutos -— 


es, ra positiva, queda probado que 
larz"[< [231 4]21. 


Queda establecido, por tanto, que C es un espa- 
cio vectorial normado sobre R. 


Hemos indicado también que definida una norma y- 
se tiene una noción Be distancia mediante la fórmula: 


alz, 21] = E - 2 or tanto C tiene estructura de 
espacio métrico. La topología de C, es según el con- 
venio habitual, la definida por esta noción de dis— 
tancia, 

Fórmula de Moivre. 


El módulo del producto de dos (o varios) núme—— 
- TOS complejos es el producto de los modulos y el ar- 
gumento es la suma de los argumentos de los factores 


Para el caso de dos factores se demuestra utili 
zando la forma trigonométrica de ambos factores: 
Di z! NN 


= 532. (cos Q+i sen (p) . r'(cos p! + i sen p)= 
Dó r* [cos(q+ pr) +1 sen(pr qn]. 


Por inducción se demuestra para cualquier número 


de factores. En simbolos 


BZpons E, Y y"T yoo or, [eos ( Pit PA) + 


Hi senl Q, + Yo +... +9.) 


En el caso particular de ser todos los factores 
iguales al numero Z, se obtiene la formula de Moivre: 


= 39 - 


2 =-rT”., (cos nQ + i sen ne) . 


Esta formula, deducida para el exponente natural 
n, se extiende sin dificultad al caso de ser el expo— 
nente un numero entero negativo, mediante la defini- — 


ga = 1 == 1 
pal 


z r” (cos nQ+ i sen np) - 


_ cos(nQ) - i sen(n€) 


a =r” [ cos(=a Q) + 


+ i sen(—n 9) 








Radicación.- 


Se define la raíz enésima del comple jo 
R(cos Á + i sen fP) como el complejo r(cosQP+ i sen P) 


que elevado al exponente n es igual al radicando. De la 
igualdad 


n : 

r (cos n + i osen np) = R(cos Pf + i sen f) se dedu- 
n 

ce r=R,,np=P$12kN donde k es un número - 

entero, por tanto 


YR ,, p= grorr + £1 dar a k los valores 


k = 0, 1, 2, ..., n-1, se obtienen n valores de Y que 
corresponden a otros tantos números complejos solución 
del problema de la radicaciónz en cambio al dar a k 
los valores k= n,n+ 1, ... se obtienen los valo- 
res anteriormente citados de Y aumentados en un nure- 
ro entero de circunferencias, por lo cual se vuelve a 
obtener los mismos números complejos ya encontrados. En 
resumen: 


r 


Todo número complejo tiene n raíces enésimas, cal 
culables mediante la expresion 


= 40 - 
+ 2k5T , BR 
0 (008 EZ 4 l sen Li2 ur) (k = Oy ly... 1-1) 


Todas ellas tienen el mismo módulo % ¡Ry igual a la — 
nésima (en sentido aritmético) del módulo del ra 


raiz € Ñ E Ena 
dicando. Los argumentos forman una progresión aritmeti 

21 E pi a 
ca de razon 7» Y Primer termino igual a la enesima 
parte del argumento del radicando: e 


Como consecuencia, los n puntos que Tepresentan -— 
gráficamente las n raices, constituyen los n vér tices 
de un poligono regular de n lados, inscrito en la cir- 
cunferencia de centro el origen y radio VR a 


Potenciación en general. 

La potenciación de exponente complejo se basa en 
la siguiente fórmula de Euler, que desmotraremos en el 
tema 13, al tratar de las series de potencias: 

i E 
ecos x+isenx 

Si el cálculo con potencias ha de seguir las re— 
elas operativas ya conocidas del campo real (las poten 
cias de la misma base se multiplican sumando los expo- 
nentes) habrá de definirse: 


es AD LY eos y +1 sen y) 


Mediante esta fórmula se puede resolver el proble 
ma de hallar el logaritmo neperiano de cualquier núme- 
ro complejo. Sea en efecto 
z = r(cos q+ i sen p); su logaritmo neperiano se de- 
fine como un complejo x + áíy tal que td = 2 lo 

¿ z x 
que implica 8” =T y y=Y+2kx donde 


q. 
k= 0, -= 1) - 2, <.. Se obtiene asi el siguiente re- 


sultado: "Todo número complejo tiene infinitos losrarit 
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mos neperianos; la parte real es la mism a para todos y 


“vale el logaritmo neperiano del modulo dei complejojel 
coeficiente de i se obtiene sumando al argumento dei - 


comple jo, un multiplo cualquiera de ¿31 _“. 

Cuando se elige para P aquel de los infin'tos va= 
lores del argumento de un complejo que no supera a JN 
en valor absoluto, es decir -JII<PS TM , y se da a 
k el valor cero se obtiene un valor del logaritmo nepe 
riano llamado valor principal: Lz = Lr + pi y el- 
valor general se suele escribir así: 


L((2)) = Lr + (p1 2c0)i 
De acuerdo con la definición de logaritmo neperia 
no, para todo complejo Z se tiene: 


2 - en(2)) _ Ir 42 Ti 


Se define entonces la potencia de base compleja y 
exponente también complejo así: 


¿mni _ ¿(mini).L((2)) _ ¿(mini)(Lr+ Gram i) _ 


- ¿Mie pra), qio.brtm( q +21) 


Esta fórmula, pone de manifiesto, que la potencia tie- 
ne infinitos valores. El módulo del resultado es 


¿M.Lr=n( q +2k 11) 


y el argumento es no. lr +m(Q+2k) . En ambos — 
entra el entero k arbitrario. Si k-= O «se obtiene el 


valor principal 
eMLr=n ep (cos hn. LIrinmQ+iá sen n. lr t mp) 


Casos particulares de la potenciación. 


a) Cuando el exponente es el número entero m (y por 


tanto n= 0) resulta el módulo aan. y el - 


argumento m(fP. Se obtiene asi la fórmula de Moivre. 


Sa 


b) gi el exponente es el número racional n= 2 
P q 
+ Lr 
y por tanto n = 0) resulta el módulo e? á 


2 
q 2 
- — + El argumento es; a (q+ 2kNM) yaldararx 


los valores k= q3 q41) 0... 2q-1y e... resultan 
los mismos valores que para k = O, 1, 2y oeo., q=1, 
aumentados en múltiplos enteros de 2 JT . Por tanto la 
potencia tiene q valores, de acuerdo con el resultado 
ya obter*”” para la Tadicación de Índice -h 


Nota. Tiene escaso interés exponer el problema del lo- 
garitmo de un complejo en base compleja, ya que 
su cálculo se reduce al cociente de dos logarit- 
mos neperianos. 


O 
Tema 32%.- SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS 


1. Sucesiones de números reales. Límites. 


En el tema 12 se han estudiado los conceptos de - 
sucesión de números reales, límite de una sucesión, y 
sucesión de Cauchy, así como el criterio general de — 
convergencia de Cauchy. Ahora vamos a ocuparnos del — 
cálculo de límites de las sucesiones. 


Una sucesión X, Se llama divergente si dado un nú 
mero posi tivo A tan grande como se quiera se puede en 
contrar un índice Y tal que para todo n>Y y se veri- 
fique |x | > A. Cuando una sucesión no es convergente ' 
ni divergente, rocibe el nombre de 0: antes 


12 


Ejemplos: 
a) La sucesión de término general X, = == es con 


vergente, de límite 1. 








2 
b) La sucesión x= mn _ y *s divergente. 
c) La sucesión Xp = (-1 S 5 + es oscilante. 


Si una sucesión es divergente se dice que tiene - 
límite infinito. Si además todos sus términos, desde - 
uno en adelante son positivos, sé dice que el límite - 
es +oo 3 si los terminos son negativos desde uno en — 
adelante se dice que el límite es —om, 


De la definición de límite, se deducen algunos — 
teoremas de importancia teorica y practica que expone- 
mos a continuacion: 


Il. Toda sucesión convergente está acotada inferiormen 
te, desde un valor de n en adelante, por cualquier 
número que sea menor que el límite. 


En efecto. Si Xy 9X cuando n-—»o y, sea a 
un número cualquiera fijo menor que x. Desde un valor 


de n en adelante es; Ix - Xx, < x-ajoesto signifiea 


- dé - 
que se verifica Xy >» ds Análogamente se demuestra que 
x, < b (siendo b > x) desde un valor de n en adslan 


te; es decir: Toda sucesión convergente está acotada - 
superiormente, desde un valor de n en adelante po — 
cual:uier numero que sea mayor que el límite, 


Una consecuencia que se deduce inmediatamente de 
este teorema es que los términos de una sucesión con— 
vergente tienen el mismo signo que su límite (supuesto 
no nulo) desde uno en adelante. Con otras palabras: Si 
una sucesión tiene límite positivo casi todos sus tér 
minos" son también positivos, y si una sucesión tiene 
limité negativo casi todos sus términos son negativos! 


II. Si una sucesión Xx, €s tal que, cualquiera que - 


; .. 
sea n, se tiene x x 1 ucesion - 

, n $ ni ? se llama suce 
creciente analogamente si se cumple Xx, > Faz7 la su 


cesión se llama decreciente. En ambos casos se dice -—- 
e 
que la sucesion es monotona. 


las sucesiones monótonas verifican el siguiente — 
importante teorema: "Toda sucesión creciente acotada - 
superiormente es convergente y lo mismo ocurre a toda 
sucesión decreciente acotada inferiormente", 


Demostrenos, por ejemplo, la primera parte. Supon 
gamos la sucesión creciente, Si la sucesión no adquie- 
re más que un número finito de valores, a partir de un 


cierto indice p será Xx, = x Cualquiera que sea n; 


por tanto la sucesión tiene por límite Lp" 


Por el contrario, si una infinidad de términos -- 
son distintos, como ocurre x -- 
, c Xa $ Xn41> entonces 


X¿ $ X, Cualquiera que sea n. Por tanto el conjunto de 


los x 00 esta acotado inferiormente por x,. Como por 


q* 
roótenas está acotado superiormente , resulta que es — 
un conjunto acotado. Según el teorema de Weierstrass -— 
(pág. 26), tal conjunto posee al menos un punto de acu 


-45- 


mulación X+ Veamos que este punto de acumulación es -—- 
único. Por un momento admi tamos la existencia de un se 
gundo punto de acumulación y. siendo por ejemplo J>xX 
Si llamamos h=y-X, segun la definición de punto 
de acumulacion Asherá haber una infinidad de Xy en el 


intervalo (x - 3 , + 3) y lo mismo en el 


(y -3 , y + 3) . Escogiendo en el segundo intervalo wm 
x_, se podrá encontrar en el primer intervalo un x 


cuyo Índice y sea mayor que p. Se tiene entonces 


h h 
x< Xy FC, es decir que Xq <X, que 


contradice la definición de sucesión creciente; la hi- 
pótesis de la existencia de Y €s, por tanto, absurda. 


Como ejemplo notable de aplicación de este teoren 
ma veamos que la sucesión 


x= (14 > tiene límite por ser monótono cre- = 


ciente y acotada. En efecto desarrollando la potencia 
se puede escribir: 


n 
Gba tirao Di O da Ys 


Si se 


compara esta expresión con la que se obtiene 
Para x 


n4+1* 
04 —) 141 
An 


tt 
mo 
+ 
| 
F 
|- 
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se ve que los sumandos de ambos desarrollados son to 
dos positivos y los del segundo son iguales o mayores 
que sus homólogos del primero, contando el segundo con 
un sumando más, luego x, < Apr" 


Por otra parte se observa que 


Xy CTA PTA ASA AT CAGA 
4 
¿n—1 


4 
pan t 








d+ =3J>- 


<3 


Luego la sucesión x_, creciente y acotada, tiene 
límite, que se representa por la letra €. Este número, 
ya es conocido del alumno, por ser. el adoptado como ba 
se del' sistema de logaritmos neperianosz; su valor apro 
ximado ess 2,7182818284... 


Expondremos a continuación algunos teoremas sobre 
límites de resultados de operaciones hechas con sucesio 
nes, que en parte constituyen una repetición de las - 
propiedades de las sucesiones de Cauchya 


III. Si x, converge hacia x é Y, “onverge hacia y, la 
sucesión suna Ea + Jy “onverge hacia x4+ yo 


En efecto cualquiera que sea E > O, se tiené para 
casi todo n: 


A 
Por tanto 
[G, +7) - Gr] = 6, -0+(,-[s 
£|x, - x] + [7, - y|< € 
El teorema se extiende sin dificultad a la suma - 


de varios sumandos. La demostración vale también para 
la sucesión diferencia de otras dos, Luego en general: 


Sará 


ei límite de una sume algebraica de sucesiones conver 

. e, La z 
gentes es igual a la suma algebraica de los limites de 
los sumandos. 


IV. Si Y, converge hacia x é y, “onverge hacia y, la 
sucesión X, * Y, “onverge hacia x . y. 
En erecto, como las sucesiones son convergentes,- 
2, é y, £stán acotadossSea a» O tal que [x,, | <as, 
ly, [<a cualquiera que sea n. También será lylsa. 


Dado cualquier E > 0, se tiene desde un valor 
de n en adelante 
€ € 


[zp ==[< 3% 3 [Ya = 71 < 5% 


Cc 





Por tanto, desde un valor de n en adelante se tie 
ne: 


[X%, Yn = Y] = | xo (9, - y) + y(3, - x)l $ 
Slx, (Sp - y)] + |y(x, - 2) = Izalo+ [7. - y] + 


+ lyl. lx -x]<2 ly -y]+2[x,-2/<% 0771 


12 E. -€ 


En particular si ls sucesión Yn 25 Yp= 2 Pa- 
ra todo n, se deduce que el límite de a. X, *%*520.x 
V. Si x, converge hacia cero, é y, es una sucesión 

acotada, la sucesión Xa * Yn conv:rge hacia cera 

Por ser y, acotada, se tiene ¡EAN! <a cual— 
quiera que sea n. Por otra parte, desde un valor de n 


€ 
en adelante lx, | <= y por tanto 


Ex, +3 [aa. E-€ 
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VI. Si x, “onverge hacia xf 0 y osi Ea FO cual 
quiera que sea n — converge hacia ==. 
n 
En efecto, cualquiera que sea É£ > O, desde un va 
lor de n en adelante  [x, -x]< E + A . También pa 


ra cualquier A>0 que sea AXÍ[x] se cumple 
que [x, | »” A desde un valor de n en adelante. 


Por tanto 


ñ [Ey x16 E. E. € 
MEAT EOS 





X . Xo 








Como consecuencia se establece el teorema del li- 
mite de un cociente: Si x, “onverge hacia Xx ¿0 y si 


1, / O cualquiera que ses n, siendo además Y, “onver 


; n p 
gente hacia y entonces Y “onverge hacia E . 
n 


Basta aplicar el teorema del producto a las suct- 
- 1 » 
siones 77 € yo 
VIT, Six, )>0 converge hacia x >» 0, la sucesión 

108», A converge hacia 108, Xo 

Habrá que demostrar que |108,, Xy — 108; x|< € 
cualquiera que sea el número positivo € , 

Si suponemos, por ejemplo que  b »h, como la 
sucesión == converge hacia 1, se puede conseguir, -- 
desde un valor de n en adelante que: 

Eno y 
b < E ¿nf ya que vés y 
pÉé 


> 1. Tomando logaritmos en base b, se obtiene: 
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- E< log, X, - 108, x <€ ó sea 
los, x, - log, -x | <€ 
VIII Si aes yn número positivo cualquiera y X, con— 


e, : 2 X 
verge hacia x la sucesión a” converge hacia a, 


Xx 
En efecto, como log, (a n) = x, “e tiene 


lim log, (2 2) = x cuando n —»o, Pero según (VII) la 


operación de pasar al límite es permitable con la de*- 


x 
tomar logaritmos luego 108, [Lin a »] = x, por lo -- 


x 
: n. ,X 
cual resulta lima" "= a, 


IX Si Za, > O converge hacia xp»0 é Y, “Onver- 


y 
. 2 n + 
ge hacia y, la sucesión X,  C“onverge hacía YY, 


En efecto, tomando logaritmos en base a >0 Cual 


Ñ n 
quiera se tiene 108, (x,, ) = Y 


log_ x 
53 Ya Ig *y 
vale a escribir: x, = 4 . 


. log, 1, lo que equi 


Aplicando los teoremas anteriores resulta, cuando n—«w 


, e lim [y, .108, x,] Y. 108, x 
lim (x,") =a = a 


Nota 1. 


Aunque los resultados anteriores se han obtenido pa 
ra sucesiones convergentes, y por tanto no pueden — 
aplicarse a sucesiones divergentes, pueden estable- 
cerse para éstas algunas propiedades útiles como -— 
las que se indican a continuación, y cuya demostra- 
ción se deja al alumo como ejercicio, 


1) La sucesión xa + Y, es divergente en los siguientes 
casos; 
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aj) Sí uno de los sumarndos es convergente y el otra 
divergente 


bj 5i arbos simandos son divergentes hacia +x, ó arras 
nacia —n. 


c) Si uno de los sumardos diverge y el otro se encuentra 
acotado superiormernte en valor absoluto. 


11) La sucesión X.Y. es divergente en los siguientes 


casos: 


aj Si anbos factores son sucesfones divergentes. 


bj) Si uno de los factores es divergente y el otro 
converge acia un número no nulo. 


c) Si uno de los factores es divergente y el otro está 
acotado inferiormente en valor absoluto 


111) Como aplicación de 11), la sucesión Ya é E es 
divergente: 


aj Si y, es divergente y el denominador es convergente ú 
se mantiene acotado superiormente en valor absoluto. 


bj Si yz es convergente hacia y = 0, (Ó bien está 
acotado inferiormente en valor arsoluto) y el 


denominador xXx. converge hacia 0. 
Se supone que Xx, no 3e anula para ningún n. 


IV) Si la sucesión Yy 2s converrente 6 sirimlemente aco 


veda supariormente en valor absoluto, y x diverge, 
y 
, n . 
el cociente — converse hocie cero, 


Xx 
n 


V; Por las vroviededes de los logaritmos, puede afir- 
murse ue si > C converse hacia cero 108, x, es 
diver ente hecia - oo (si b>1) Ó hecia l wm 
(si b <1). 


Ainálojamente si z, diverge hacia + wm el 103, X, 
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diverge hacia + wm (si b > 1) y hecia - w si 


b<1. pe 


VI) Sia» 1y Xx, diverge hacia + wm, a ” diverge 
hacia + 00, x 
Sia »1y x diverge hacia - wm, a Ad converge 
hacia cero. 


Los resultados se invierten para a<t. 


VII) Combinando los resultados de V y VI pueden obte= 
_nerse otros casos interesantes para las potencias 
n 


Xx . 
n 


Nota 2. 


Existen casos, en los que el línite del resultado - 
de alguna operación hecha con dos sucesiones, no - 
puede conocerse partiendo del conocimiento del ca— 
rácter de los datos. Tales casos, llamados de inde- 
terminación, serán estudiados en el tema siguiente, 
al tratar de los límites de operaciones con funcio- 
nes, 


2. Series de números reales, 


Dada una sucesión de números reales u,? se llama 
$ 
serie, cuyos términos son los de la sucesión dada, a - 


la expresión u, +u¿ +... +u +... Para dar signifi 


cado a esta suma de infinitos sumandos, se construye - 
la sifuiente sucesión: 
3, =u,¿+u a =u,+u,+...+u 
1? 2 1 2>** *n 1 2” n 
Se dice que la serie es convergente, si la suce— 
sión 8, lo es. En tal caso, el límite S de la sucesión, 


se llama suma de la serie. En símbolos S= lim s 
n —»a 


Cuando la sucesión Ss, es divergente ú oscilante, 
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lo mismo se dice de la serie. 


Si aplicamos el criterio general de convergencia 
de Cauchy para las sucesiones, podemos enunciar: 


"La condición necesaria y suficiente para que la 
serie u, + uo boss e Ya + ... sea convergente, es que 


dado un número É positivo y arbitrariamente pequeño, - 
— se pueda hallar un índice N tal que para toda pare 
ja de índices n y n' mayores que N, se verifique: 


|u, a Eva tu, ¡| <€ A 


En particular, es condición necesaria para la con 
vergencia, que el término general u tienda a cero, pa 


ran —»ow, es decir que la sucesión u, Sea una suce— 
sión nula, 


Se comprueba que esta condición no es suficiente 
1 1 1 1 
. S = ho. tot, 
mediante un ejemplo, la, serie 1 +5 > + 3 + 4 A , 
llamada serie armónical/ cumple dicha condición, y sin en 
bargo es divergente. En efecto la suma de los n prime- 


ros términos siendo n = 2” es; 


ral 1 A 
á aL E E A 
s, MET ADS 
1 


tt... 4 (donde se ha sustituido cada de 
2? a nominador por la potencia de 2 
inmediatamente mayor). Por tanto 


1 1 1 ; ; 
=i- Ll L — sufi- 
++... +5=1 37 » Tomando L su 
cientemente grande se puede conseguir que 5. sea tan — 
grande como se quiera, 


A >1+ 


Propiedades de las series.- Vamos a examinar si - 
las series tienen alsunas propiedades de las sumas 0or— 
dinarias. 


Propiedad asociativa,- Si se asocian, mediante - 
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cualquier criterio, términos de una serie convergente 
o divergente, se obtiene otra serie del mismo carácter 
que la dada, y si ambas son convergentes, tienen la - 
misma suma, 

En efecto si llamamos Y, + Vo Hiss Po Eos 


la serie obtenida, la sucesión s = V, +4 vo lo. 
m 


es parte de la sucesión S,» Y Por tanto tiene el mismo 


carácter que ella, y el mismc límite en la hipótesis - 
de convergencia. 


Si la serie dada es oscilante, y se asocian sus -= 
términos en forma conveniente se puede obtener una se- 
rie de distinto carácter, Por ejemplos le serie 
A=111-=13+l-..+1-1+... es oscilante - 
puesto que la sucesión de las sumas parciales es 
s0= 13 5, =038,=138,/=0,) o.., Sp = 03 


So141 Sl Jg90o.. 


Sin embargo, le serie (1 - 1) + (1-1) + (1 - 1)4 
+... es convergente de suma cero, 


Si mediante algún criterio descomponemos los tér- 
minos de una serie en suma de otros (propiedad disocia 
tiva), se obtiene una serie que puede tener distinto - 
carácter que la serie dada, 


Propiedad conrutativa.- Les series, en seneral,no 
poseen la propiedad conmutativa; más tarde, trataremos 
el problema de caracterizar el conjunto de las series 
que admiten tal propiedad. 

Propieded distributiva,- Si los térrincs de una - 
serie convergente se multivlican vor un número k, la - 
serie queda multiplicada por el mismo factor. 


En efecto la serie k Uy tk uo do... +2 Y +... 


tiene como suma de sus n primeros términos 
k (uy + u +... + u,) = k 5,* Por tanto 


lim k.S =k,S 
n—+00 A 
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Si le serie dada es divergente, la serie obtenida 


al miltiplicar sus términos por el factor k, también es 
divergente. La demostración es análoga a la del caso — 
anterior, 


3. Series de términos positivos,- Propiedades. 


Las series cuyos términos son todos positivos po- 


seen algunas propiedades específicas, que las hacen ade 
cuadas para estudiar las series de términos con signo 
cualquiera, Estas propiedades son: 


I) Las sumas parciales > de una serie de términos 


II) 


III) 


positivos constituyen una sucesión monótona cre- 
ciente. Por tanto, si tal sucesión está acotada, 
será convergente, y lo mismo sucederá a la serie, 
Si S, no está acotada, se trata de una sucesión 


divergente, y lo mismo puede decirse de la serie, 


No hay, por consiguiente, series oscilantes de - 
términos todos positivos, 


Como consecuencia de I) y de lo expuesto en el — 
párrafo 2, podemos enunciar: "Las series de tér- 
minos positivos poseen la propiedad asociativa, 
así como la propiedad disociativa siempre que en 
este caso, la serie obtenida sea también de tér- 
minos positivos", 


Las series de términos positivos tienen la pro— 
piedad conmutativa, 

Sea Y, 1 vo +... Y ts. la serie resultan- 
te de alterar, mediante un cierto criterio, el - 
orden de los términos de la serie de términos po 


sitivos u, + us to... + u, Ll ,.. cuya sume es S, 


Dado el número E >0 arbitrario se puede encon- 
trar un índice N tal que siempre que n»N se 


verifique [s - (u, + uo +... + a, < E. 


Al alterar el orden de los términos de la serie, 
observemos el nuevo lugar ocupado por los térmi- 
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nos Uy» Uoy Uzs +».., Uy, Y SUPOngamos que el mayor de 


los nuevos índices es m. Si se llama 


= + L . L j 1 .... . 
Ve Ha AV Rs VW, “e tiene V, » Uy Uoto..t Un 


Por otra parte sea n! el número que expresa el "lugar 
más lejano" de donde proceden los términos Vir Vos ..., 
Vo" Se tiene entonces Vi = Us + u, i,.,, + UY Vo? 
y además n' y n, Resulta en resumen 


0, $ V, SU, <5S3 luego |s- vw, |<|[s-u [<€ 


y por tanto la nueva serie obtenida por alteración del 
orden de los términos de una serie convergente es tam- 
bién convergente, y tiene la misma suma que la serie - 
de partida. 


De manera parecida se demuestra que si la primera 
serie es divergente, también lo es la obtenida por al- 
teración del orden de sus términos, 


4. Criterios de convergencia de series de términos po- 


sitivos, 


Existen algunas series cuyo carácter se determina 
con sencillez, Por comparación con ellas se puede de— 
terminar el carácter de otras series más complicadas, 
mediante el siguiente teorema, llamedo criteric de la 
serie mayorante. 


I) La serie u Et JN + ,.. se llama mayo 


1 
- 
rante de la vy + y 


ra todo n se cumple v . Si la serie u 
don 'p n $ Ya 23, 


1 1 Se Ñ 
o +... E Lo... cuando pa 


es convergente, también lo es la 2 v,- 

En efecto, pare cualquier n se tiene V, $ UD, < 5, 
por tanto la sucesión Va de las sumas parciales 
de la serie Y. es monéona creciente, pero aco 


tada superiormente, luego tiene límite, 
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Y 
II) Si la serie Zi es convergente, y la razón or SA, 
n 

donde Á es un número positivo, la serie 2, es 
también convergente, 
Se tiene, en efecto, que Va < a + La serie 
de téraino general Ar, es también convergente; - 
aplicando I) se obtiene la conclusión, 


Con razonamientos parecidos a los anteriores - 
se demuestran los siguientes resultados; 


111) a) Si la serie Yu +... +u +... es diver 


gente, y se verifica Y, » > la serie Z y, 


es también divergente, 


v 
heel ES n A , 
by Si se verifica -= > AÁA>O siendo Y u, di— 
n 
vergente, la serie Av, es también divergente; 


basta fijarse en que por ser An, el término 


general de una serie divergente, se puede apli 
car el teorema del caso a). 


Las series más sencillas que sirven de referencia 
son las series geométricas y las series armónicas, 


Se llama serie geométrica a la siguiente progre-- 


sión geométrica indefinida de razón r+ 


aharbar. O A E E 
n 1-=T 





resulta: 


2 . n z 
Si r<1, lím rr =0 luego la serie es con=- 
n.—»o00 
verszente de suma S = 


si r>1, lim r” = 00 y la serie resulta di- 


versente, 
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Sir=31, la seriees ata+,..+a+..., cla 


ramente divergente, 


Se llama serie armónica general a la siguiente: 
a a + 1 + ... + Le + e... 
a 





¡2 92 y? Hi 
Si a < 1, como = > —_ la serie resulta di— 
n n 


vergente por comparación con la armónica ordinaria cu- 
ya divergencia se ha demostrado anteriormente. 


Si a »1, comparemos la serie dada con esta otra; 


Ms ppp le po ls 
a a a a a 


4 4 4 4 


una serie mayorante de la dada, Aplicando la propiedad 
asociativa a los términos de igual denominsdor resulta 


e 
la progresión geométrica 1+—_— + l 
pat ga 


es convergente, por ser su razón a] 
2 


rie armónica general es convergente para 2 > 1, y di- 
vergente para a sl. 
IV) Criterio de la raíz o de Cauchy. 


Si desde un valor de n en adelante se verifica 


+... que es 





+... que 





< 1. luego la _se- 


n 
que Va, $k<1 la serie es convergente, 
Si para infinitos valores de n es VE y 1 la 
serie es divergente, 

En efecto, en el primer caso se tiene Y, $ x”; 


luego desde un cierto valor de n en adelante la se- 
rie dada admite como serie mayorante a la serie geomé- 


trica convergente de término ge“:eral y luego ella - 
también será convergente. 
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En el segundo caso, por grande que sea n exis- 
ten términos de la serie para los cuales pa y 1, lue—- 


go la serie es divergente ya que su término general no 
tiende a cero. 


De este criterio se deduce una regla práctica: Si 


n 
existe lim Vu, y vale A, la serie converge cuando 
n—m 
AÁ<1 y diverge si A>1. Nada puede asegurarse en gene- 
n 
ral si Á= 1, salvo que vu, tienda hacia 1, conser= 


vándose superior, en cuyo caso la serie es divergente, 


de D'Alembert. 


V) Criterio del cociente 6 
Si desde un valor de n en adelante se verifica -— 








u 
L 
que 2 £xk <1 la serie es convergente. 
E Ma11 
Si, para los mismos valores de n es; 71, 
n 


la serie diverge, 


En el primer caso, si la desigualdad ocurre desde 
n =p en adelante se tiene Yo < xk ur 


¡A O ku 5... Juego la serie dada 


. 
, 


Up? $ p+1 
admite como serie mayorante una progresión geométrica 
de razón k < 1; luego queda probada la convergencia, 


En el segundo caso al ser u, < U041 < Unto Er .. 


los términos de la serie crecen, luego no se cumple - 

la condición necesaria de convergencia (el término ge- 
neral no tiende hacia cero), resultando, por tanto, di 
vergente la serie, - 


Como norma .préctica de aplicación de este criterio 


u 
se tiene la siguiente regla: Si existe lim a+ =A, 
; no “n 
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la serie converge cuando AX 1, y diverge si A» 1. Si 
ÁA= 1 nada puede afirmarse en general, salvo que la - 
u 
41 


n 
serie es divergente. 





razón se conserve superior a 1; en tal caso la - 


De los dos criterios prácticos deducidos de IV) y 
V) es más potente el de la raíz que el del cociente, - 


porque puede suceder que, la raíz Va, tenga límite, y 








A n+1 , 
no lo tenga el cociente a Por el contrario puede 
E 1,11% A 2. va 
demostrarse que si lim = también se verifica 
n noo n 
que lim YU, = A. Sin embargo suele ser más cómodo - 


de aplicar, el criterio del cociente que el de la raíz, 


VI) Criterio de Pringsheinm, 


Los criterios IV) y V) se han deducido por compara 
ción con series geométricas. Veamos ahora otros crite- 
rios obtenidos utilizando como referencia las series - 
armónicas, 


Si desde un valor de n en adelante, el producto 
a ; » 
n + U, Se conserva acotado superiormente por un núme- 
ro A, y además a» 1, la serie es convergente, 

Si desde un valor de n en adelante, el producto 
a a . e 
n + 4, se conserva acotado inferiormente por un núme- 
ro ÁA> O, y además aS$ 1, la serie es divergente. 


En efecto, en el primer caso, por ser n?, US A 





u 
lie n ¿ 1 
se puede escribir 7 ZA. Como la serie 2 q es 
e n 
a 
n 


convergente por ser a »>1, resulta que 20, es tam=— 
bién convergente. 


e a 
En el sesundo ceso, al sern ., Ya >» A>O se 
s n ; 1 s 
tiene 7 YA y com asg£?1 la serie 2 — es di- 
— n 
a 
n 


vergente y por tanto lo mismo ocurre con le serie Zu. 





La manera práctica de aplicer este criterio con-- 
siste en hallar, cuando exista, el lim (n*%,u ). Si - 
n 
n—»co 
este límite es un número l/ O la serie es convergen 
te para a >»1, y divergente para ag£l. 


Si lima” ,u, ) = 0 siendo a>1 la serie es - 


convergente, pero si a% 1 nada puede efirmarse, 


' Ñ a A A . 
Si lim (n «1, = 0 siendo a£<1 le serie es - 


divergente, pero si a > 1 neda puede efirmerse, 


VII) Criterio logarítmico de Cauchy. 
Si desde un valor de n en adelante la expresión 
log ES 
u 
—— 
log n 
mero a > la serie 2u, es convergente. 


se conserva acotada inferiormente por un nú- 


Si desde un valor de n en adelante, la expre- 
sión anterior se conserva acotada superiormente por un 
número a %1 la serie 2 UU es divergente. 


En el primer caso se tiene, en efecto, 


Log 7 
n 2 1 qua 
EU >»a>1 Ósea log En >a log n. Pasando de 
los logaritmos a los números respectivos, se puede es- 
2 1 A 1 
cribir mA yn ó bien a $ a 


n n 
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Como a > 1, la serie Zu, admite una mayorante conver 


gente, luego ella también lo es, 


1 
log —— 
En el segundo caso; NS < a Ó sea 
4 log n 4 a. 
log 7 $ a log n; de donde se deduce —— £n”, Ú - 
4 n 


bien u, Y» + Como ag1 la serie Zu, es mayo- 


a 
n 
rante de una serie divergente, luego ella también lo 
es. 

La forma práctica de aplicar este criterio, con- 

1 
log —— 
ey 
n 


log n ”* Si 


siste en hallar, cuando exista, el lim 
n—»0 
este límite es un número 1, las conclusiones son; 


1>1 Serie convergente 
1<1 Serie divergente. 


Si 1l=31 nada puede asegurarse en general, sal - 
vo que la expresión de Cauchy tenga dicho límite 1, pe 
ro manteniéndose inferior a 1, en cuyo caso puede afir 
marse que la serie Zu, es divergente, 


Nota,- La base de los logaritmos empleados puede ser - 
cualquiera, 


VIII) Criterio de Raabe - Duhamel, 


Sea la serie de términos positivos 








u 
Uy, Tuy tu, +,..tu to... Escribamos e , 
1 2 3 n u 140 
úl n n 
lo que equivale a poner A en =1, 
n+1 


Si desde un valor de n er adelante la expresión 
n +. «X, Se conserva Superior ó igual a un número k>1, 


la serie es convergente, 


a La 


Si desde un valor de n en adelante se cumple 
Do A £ 1 la serie es divergente, 


En efecto, si ponemos en el zrimer caso k = 1 +0 


u 
n 





(donde <> 0), se tiene n [- - +] >1+0o siempre 


n+1 
que n >Nó bien n.a, (n41) Uns Y Up Dando a 


n los valores N, N+1, ..., Nip resultas; 
Naty — (047) Uy gy Y Cy 


= (M2 Jo Y > 


Nkp 7 (Ep 41 Y Ano 
Sumando miembro a miembro estas desigualdades se obtie 
ne 
> L 
Ny — (ME) gg Y Ap + go ++ + 4) 


a : a Y - JT 
ó bien Apt: Sy? $ N ay — (N+p+1) Nepta 

De aquí se deduce 

pes 1 T " 
e + Sy (Nepas < Ay 08 

ep+1 E A o 
Ocurre, pues, que las sumas parciales de la serie es- 
tán acotadas, luego la serie es convergente, 

En el sezundo caso se tendrá n.u, - (n+1) Un: s0 

Dando a n los mismos valores de antes, y suman" 


do las desigualdades obtenidas resulta 
= 1 í j 
N. uy (N + p+41) UN+p+1 £ 0. De aquí, se obtiene 


N, Uy 
UN4pt1 > Rmn * La serie dada es mayorante de una se 


rie divergente (la armónica ordinaria), luego ella tam 
bién es divergente, 
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La forma práctica de aplicar este criterio consiste, 
como en casos anteriores, en hallar el límite de la 
expresión: 














n . 
. a 
Si esta límite es el núxer”o 1, las condiciones 
SON 1 > 1 Serie Convergent 
1<X Serie Divergent 
Si 1] = 1nada puede asegurarse en general, salvo 
que N+ e, tienda a 1 manteniéndose inferior a 1, 
n 
en cuyo caso la seri s divergente. 


Se puede completar el alcance del criterio de 
Raabe, mediante el siguiente razonamiento, que 
permite resolver el caso dudoso en muchas ocasiones. 


Si se puede escribir rra, = 1+ La ionás 


IB. | <a la serie es divergente. n evecto, ¡e tiene 














uN > 4 
¿LL y4%2 
1 ES + 2 
n 
Considerando ahorz. l.. sevie divercente ave viene 
PE 1 
por término general LA 7 y SE duede escribir 
E 
RN o E 
v o n-a+ 17 
n S 1 e : 
=G. 
Pero 2 
1 1.3 1 E 1 
y A A A A 
n-q ni 7 n n ”n ”n 
rn 
v z 
Por tanto n+1 < 1 , Y como se tiene : 
v 1 
+= 
n 1 mn 5 


ez, 64 ps 


1 Bn 1 EZ 
AO e 5 


n 
u v u u 

se deduce 4H > dd , Ó bien DS >= E 
Y Ya n41 n 


Al ser creciente la razón de un término de la se- 
rie dada al término homólogo de una serie divergente, 


u 

se tendrá %» Ay 0, Basta aplicar el criterio III-b 
n 

para obtener la conclusión, 


Con esto terminamos la exposición de los criterios 
más corrientes para el estudio del carácter de una se- 
rie de términos positivos, Siguiendo lo dispuesto en -— 
las normas metodológicas para este curso, no se consi- 
dera oportuno citar otros criterios muy especiales, cu 
yo campo de aplicación es, por tanto, muy restringir 
do. 


5. Series alternadas. 


Antes de entrar en el estudio de las series de - 
términos cualesquiera es conveniente ocuparse de las - 
series alternadas es decir las que tienen sus términos 
alternativamente positivos y negativos. 


Si ponemos de manifiesto loS signos de los térmi- 
nos, la serie alternada se puede escribir 


y 8h e + EA a to. (8,70) 


Si los números a, son constantemente decrecientes, 


a, - a, 4a 


y el término general tiende a cero, la serie es conver 
gente, 


En efecto, si se representan gráficamente las su- 
mas parciales de la serie se obtiene la figura: 


Ó a S Sgocss sE 3 5, 
como se justifica sin dificultad. 
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La sucesión S,, Sy» S¿ ... es monótona creciente 


y acotada superiormente, luego tiene límite. Análoga-— 
mente la sucesión S, 55 55 +..-es monótona decrecien 
te y acotada inferioruente, luego también tiene límite, 
Como Is, - Sa | = a, y por hipótesis 2 —$ 0, ambos 

límites son iguales. La. serie es por tanto convergente, 


El razonamiento seguido pone de manifiesto que la 
suma de la serie es un número comprendido entre cada = 
dos sumas parciales consecutivas, Las sumas de Índice 
par son valores aproximados por defecto de S, y las su 
mas de índice impar lo son por exceso, El error [s-s] 


que se comete al considerar a Sa como valor aproximado 
e S es menor que |s =$ |- a Ó sea menor 
a que 1*%.+1 n n+1? S que 


el primer término despreciado, (tomado en valor absolu 
to), 


6, Series de términos reales cualesquiera,- Conmitati- 
vidad de las series, 


Consideremos ahora una serie Za,» en la cual por 


grande que sea el índice n, siempre existen términos - 
posteriores de signo arbitrario, 


Podemos asociar a la serie dada otra cuyo término 
general sea la, 

a) Si la serie Zle,| es convergente, también con— 
verge Za, la cual se dice entonces que es absoluta- 
mente convergente, 

En efecto, basta tener en cuenta que 
] oro. + 
la, a + +... + 2,1 5 |, ds [87.1] [a,.] 


y aplicar el criterio general de convergencia de Cau- . 


chy. 
El recíproco no es cierto, es decir de la conver- 
gencia de 2an no se sigue la de 2]a,!. Basta fijarse, 
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_por ejemplo, en la serie 1 -— 24 7 +... que es 
convergente, según lo expuesto para las series alterna 
das a sin embargo la serie de los valores absolutos: 


1 1 
dle pde da, Cubs >. E 
1+ 23 yl es divergente 


b) Teorema de Riemann, 


Para estudiar una serie de términos cualesquiera, 
puede seguirse el camino de estudiar las dos series si 
guienteag una la formada por los términos positivos de 
la dada, y la otra la constituida por los valores abso 
lutos de los términos negativos, : 

Sea u, +u+,.+u +... la serie dada, de la 
que obtenemos según lo dicho :las dos seriesy 


a+ ua +...+a das 
m 


1 2 


b, +b,+ ... +b 


1 2 m' + ... 


Si entre los n primeros términos de la serie da 
da hay m positivos y m' negativos, poniendo 


5, 4 +u hor. bn y A 7944 +2 ++... +2, 7] 
Br = b, + b, + PTOS e By! y se tienes 

Ss =A -D>B, 

n m m 


Tomando n suficientemente grande puede conseguir 
se que m y m' se hagan todo lo grandes que se quie 


ra, 
Los casos que pueden presentarse sons 


12) Si las series Za. y 2 son convergentes 


de suma A y B respectivamente, la serie dada es 
convergente de suma A-—B, 
En efecto lim S, = limA, — limB,, = A-B 
n-—bo m—+$00 meo)" 


En este caso la serie dada admite la propiedad con 
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mutativa ya que la alteración del orden de sus térmi— 
nos se traduce en una alteración del orden de los tér- 
minos de ambas series Za, y Ds que por ser de tér 


minos positivos no cambian de carácter ni de suma, 


Se dice, por ello, que la serie Zu, es incondi- 
cionalmente convergente, 





22) Si una de las dos series componentes, por ejem- 
plo Za.> es divergente, la serie dada es diver 
gente, 


En efecto por grande que sea el número E pue 
de conseguirse tomando n suficientemente grande 
que A, >H>+B , luego 5. =A -B.> 


m m 
>HE+B-B,,>H. 


También en este caso la conclusión no cambia si — 
se altera el orden de los términos de la serie dada, - 
por las mismas razones expuestas en el caso anterior,- 
Por ello se dice que la serie dada es incondicionalmen 


te divergente. 


32%) Si las dos series componentes son divergentes, 
nada puede saberse en general de la serie dada, 
ya que el límite de la diferencia 5. = An 7 Bn: 


queda indeterminado (como se estudiará en deta= 
lle en la leoción siguiente), 


Cualquiera que sea el carácter de la serie dada, 
no se puede alterar el orden de sus términos, porque - 
puede cambiar el carácter. Se demuestra, en efecto, que 
reordenando convenientemente los términos de una serie 
que se encuentre en este caso 3%, puede obtenerse una 
serie convergente de suma prefijada S, o bien una serie 
divergente, o bien una serie oscilante, Prescindimos, 
por brevedad, de la demostración, 


c) Teorema de Dirichlet, 


Volviendo a considerar el caso 1%) del apartado - 
anterior, y la serie lu, | + lu, [+ so. + lu, [+ e.» de 
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los valores absolutos de. la dada, cuyas sumas parcia- 
les designaremos por 5, resulta Ss, = An + Bo! e 


Al ser convergentes las series Za, y Y b se 


m' 
obtiene lim S' =4A+B, luego la serie dada es abso- 
n-—»00 


lutamente convergente, 
Recíprocamente sí la serie dada es absolutamente 
convergente, como An S s <S' y también Bo $3 <s' 


resulta que las dos series componentes son convergentes 
y por tanto la serie dada es incondicionalmente conver 
gente, Se tiene así establecido el siguiente teorema — 
de Dirichlety 


"La condición riecesaria y suficiente para que una - 
serie sea absolutamente convergente es que sea incondi 
cionalmente convergente", 


7. Suma y producto de series, 


I) Si las series Za, y 2b, son convergentes, de 
sumas respectivas A y B, la serie 2 (a, + b,) que re- 


sulta al sumar los términos que ocupan el mismo lugar 
en las series dadas,.es también convergente y su suma 
es A 4 B, 

En efecto como 3 = (a, + b,) + (a, + b,) + on..t 
= + ¿..+b J)= 
+(8,+b,)=(9,+a,+... +a,) + (b,+b, E) 
=A, + Bs tomando límites cuando n —»« resulta 
S= AFB, 

Si las series 22, y 2d, son abscitamente con- 
vergentes, la serie suma también lo es, porque como 

j j co 
la, 1 »,| S |8,, | 4 [| la serie >]|2, + »,,| admite Co 
mo mayomnte a la serie |a,,| +|», | la cual conver 


ge en virtud del teorema que se acaba de citar, 


2 a 
II) Si las series a, +a, +... + 8 +... y 


1 2 


b, + b, +... +b, + ... son absolutamente convergen- 


tes, toda serie Za, By en la que figure el producto 
de cada a, por cada djs también es absolutamente con=- 


vergente, y su suma es igual al producto A, B de las 
sumas de las series dadas, 


Supongamos para fijar ideas, que ordenamos la se- 
rie obtenida, asís 


a, b, +a, bp +a,bo+a,d, +a, by + a, by+a, bz + 


+ a, b, +2, b, +... (1) 


mer lugar el término a, das después los términos donde 


los índices de los factores no pasan de 2, luego los - 
productos cuyos índices no pasan de 3, +... etc, 


es decir escribiendo en pri 


Llamemos A' y B' a las sumas de las series conver 
gentes 2 l»,] y 2 |», | respectivamente, 


La serie la, b,| + le, »,| 4 |2> ba] +a, b,]+ (2) 


de valores absolutos es convergente. En efecto, si ern- 
tre sus n primeros términos el mayor de los índices 
que aparecen es Y se verifica que el producto Atl, Bv 


contiene dichos n primeros términosz por tarto 
Sh SA. B, <A' , B' y luego la serie de valores ab- 


solutos citada converge, lo que indica que la serie - 
(1) también converge cualquiera que sea el orden en - 
que se escriban sus términos. Aplicando a (1) la pro— 
piedad asociativa de este modoy 


a, by + (a, b, +a, b,+a, by) + (a, py +a, by + 


+ a, dz + a, b, + a, by) + ..., las sumas parciales de 
la serie obtenida tienen una expresión muy sencilla: 


5, = A, +By> 5, = A,.B,y 1.0% 5, =A, a Ba ... y por - 


tanto lim Ss = A, Bo. 
n—»00 


Una ordenación muy empleada de la serie producto 
es la siguiente 
+ 
a, db, + (a, db, +a, b,) + (a, by Hab, +a, b3) to, 
llamada ordenación de Cauchy, donde en cada paréntesis 
figuran productos de factores cuyos Índices tienen su-= 
ma constante. 


8. Sucesiones y series de términos complejos. 

Una sucesión de términos complejos es una aplica= 
ción del conjunto N en el cuerpo € de los números com- 
plejos, Se escribe Uy sr Uo y .e.óy UU, y... (3) donde 

E 43 
m7? 

La sucesión (3) se llama convergente de límite u, 
si dado un número real y positivo É, se puede encontrar 
un índice p tal que se cumpla la, — ul <E€ para todo 
Índice n y>p. 


Si u=x+i y se tiene en este caso [x,, - x[<E 
[Y =Y[<E- 
Recíprocamente si las sucesiones La E Yn son con 


vergentes de límites respectivos x é y la sucesión 
de números complejos (3) es convergente, de límite 
x+yi, 


El estudio de las sucesiones de números complejos 
se puede reducir, por tanto, al de los pares de suce— 
siones de números reales, 


Una serie cuyos términos sean números complejos - 
se define, como en el campo real, como límite de la su 
ma de sus n primeros términos para n —+00, 


Si la serieres u, +u +... hu +. (4) se - 
] - 1 2 n 
tienes 


-= 71 pa 
S, = (x, + xo +...t x,) +1 (y, + yo ton.t y )= Xx +1 de 


La condición necesaria y suficiente para que la - 
serie (4) sea convergente es que lo sean las dos Se-" 
ries de números reales X, 4 z, A O 

n 


Y 7 +ya ho. hy, +... (6) y si Xé Y son sus 8u- 
mas respectivas la suma de (4) es X + Yi, 

En efecto basta fijarse en que 
lim S, = lim X, +i lin Y. 
n--e00 n—$00 no * 

Si las series (5) y (6) son convergentes se tiene 
lim Sa = X+Yi. 
nm 


Recíprocamente si lim S =X+Yi , en virtud 
n—+ 
de lo señalado al principio de este párrafo, será 


lim X =X y lim Y =Y, 
n n 

n—+0 neo 
Si la sucesión 18,1 es divergente la serie (4) se 


llama divergente; en este caso una, al menos, de las - 
sucesiones X é Y, es divergente y recíprocamente, ya 


que ls, Af, + Iré 


Si'la sucesión S_ no tiene límite, la serie xe 
llama oscilante; en esPe caso, una de las series (5) 5 
(6) es oscilante, mientras que la ctra es convergente 


ú oscilante, 
Si la serie Ju,] + lIwof A [3,./ +... (7) es 
convergente se dice que la (4) es absolutemente conver 
ente. En este caso las series 3 
L £ d 
Te 1+]22]1 0 +[x, [+ co. (8) é l9,1+]32/+. +3, [+ sal 
(9) admiten como serie mayorante la (7) luero son con= 
vergentes. 


e 


Por.tanto toda serie absolutamente convergente, — 

converge de manera incondicional, ya que las series — 

(5) y (6) admiten la alteración del Orea dereus térmi 
nos, sin cambiar de carácter ni de suma, 


El recíproco es también cierto ya que si (8) y o- 
(9) son convergentes, la serie suma de (8) y (9) es ma 
yorante de la serie (7), que será por tanto convergen— 
te, resultando que la serie dada es absolutamente con— 
vergente, 


Tema 4.- FUNCIONES DE UNA O VARIAS VARIABLES REALES, - 
LIMITES.- CONTINUIDAD, 


1. Concepto de función. 

En "Algebra Lineal" página 7, se ha estudiado el 
concepto general de aplicación Úú función, 

Dados dos conjuntos X é Y, se dice que se ha defi 
nido una aplacación de X en Y si se dispone de un me- 
dio para hecer corresponder a todo elemento x€ X un 
elemento y € Y. 


Nos vamos a ocupar ahora de aquellas aplicaciones 
definidas entre un conjunto X perteneciente a M (espa 
cio n-—dimensional) y el conjunto R de los números rea- 
les, y así diremos ques 


Una función de n variables independientes es - 
una Correspondencia en que a cada punto P EX (sub- 


conjunto de R” ) se le asigna un número real, El conjun 
to X se llama campo de variabilidad de las variables - 
independientes, y el conjunto Y CR de los valores rea 
les obtenidos, se llama campo de variabilidad de la - 
función. 

Se suele emplear la notación y = £(x,> L,j0..L,) 


donde (x, » Hoy ..., x,) son lag coordenadas del punto P, 


El alumo tiene ya algunas nociones sobre las fur 
ciones de una variable independiente y = f(x). En es- 
te caso el conjunto X de los valores de la variable in 
dependiente x pertenece al cuerpo R de los números rea 
les. Una sucesión de números reales, se puede conside- 
rar como una función donde la variable independiente - 
es un número natural, 

En este curso vamos a dedicar tembién especial im 


portancia a las funciones de dos variables indeperdien 
tes y = f(x,» x 2) donde (x,, x,) son las coordenadas 


de un punto del O. Es decir el campo de variabili- 
dad de las variables independientes es un conjunto X 
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perteneciente al espacio RÉ, Conviene advertir que la 
notación más empleada para designar una función de dos 
variables independientes es z = f(x,y); nosotros usa 
remos una ú otra de dichas notaciones, según las cir— 
cunstancias lo aconsejen, 


El elumo ha utilizado también la representación 
gráfica de una función y = f(x), Considerando en el - 
plano un sistema de dos ejes cartesianos rectangulares 
OX Y cada par de valores (x,> yy) puede representam= 


se por un punto del plano; el conjunto de dichos pun— 
tos, en ciertas condiciones, constituye una curva que 
se llama representación gráfica de la función, 


De manera similar para representar la función 
Z= f(x,y) se considera en el espacio de tres dimensio 
nes, un sistema de tres ejes rectangulares O X Y Z3 ca 
da par de valores (x, > 14) puede representarse por un 


punto del plano 0 X Y; si se traza una perpendicular - 
por dicho punto al plano citado, y se lleva sobre ella 
una longitud igual al valor correspondiente de la fun- 
ción 2,5 Se obtiene un punto, Haciendo lo mismo con to 


dos los puntos del conjunto A del pleno O X Y, donde - 
está definida la función se obtiene, en ciertas condi- 
ciones, una superficie que se llama representación grá 
fica de la función. 


2. Concepto de límite de una función. 


En el tema 1% hemos examinado con cierto detalle 
el concepto de límite, primero para una sucesión de nú 
meros racionales, después para una de números reales y 
finalmente el concepto de límite para una sucesión de 
elementos de un espacio topológico, Vamos ahora a ex— 
tender esta noción de convergencia al caso de las fun- 
ciones de cualquier número de variables, 


Para dar unidad al lenguaje empleado conviene in- 
troducir el concepto de "entorno del punto del infini- 


to” en el espacio a 
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Se llama entorno de radio H del punto del infini- 


to del espacio R al conjunto de los puntos P de dicho 
espacio que cumplen d(O,P) > E con la métrica, que he- 
mos introducido en la página 20; es decir tales puntos 
son exteriores a la "bola" n- dimensional de centro el 
origen y radio H, 


En el caso del espacio R! tal entorno se represen 
ta gráficamente por la siguiente figura 


- 0 H 
Cabe considerar también el "semientorno" de valores po 
sitivos, y el de valores negativos, 


Si se trata del espacio pé la representación grá- 
fica es la siguientes; 

Utilizaremos también la deno- 
minación "entorno reducido" de - 
un punto'Á para indicar un entor 
no de A donde se ha prescindido 
del propio punto A, Tal entorno 





pa 
lo representaremos por É (A). 


La noción general de límite - 
es la siguiente: 


a 


Sea y = f(x, Zo... x,) ó- 


IN 


más brevemente y = f(P) una función real definida so 


bre el conjunto X CR, SiAes un punto de acumula— 
ción perteneciente.a X, diremos que 1 es el límite - 
de f(P) cuando P tiende a A, y en símbolos 

lim f(P) = 1, cuando para todo entorno “É(1), existe 
P A * 

un entorno de A, É”“(A), tal que cualquiera que sea 


PE €%a), se cumpla £f(P; ctm. 


En el caso de las funciones de una variable, la - 
interpretación gráfica del concepto de límite nos indi 
ca que para cada franja limitada por las rectas Si 
y=1-E€E é y=1+€, existe un entorzo 


la -$, xo +8) ais 


punto Á en cuyos Pun=- 
tos, salvo el Propio 

Zo la Sráfica de la - 
función consta de Ppun= 


tos del rectángulo ra- 
yado. 


En símbolos; se vez 
rifica |y - 1|<€ siem 
pre que 0O<[x - x.[<3, 

Si se trata de una 
función de dos varia- 
bles 2 = f(x,y) el 1í 
mite es 1 para (2,3) — (x, yla cuando  |a - 1|<€ 


siempre que 0<VY(x- ed + (y - y) < ó. 


Vamos a examinar diversos casos particulares, pa- 
Ta comprobar que se encuentran comprendidos en el con- 
cepto general de límite, 





1) Caso de límite infinito. 


Se dice que la función y = f(P) tiene límite - 
infinito para P —»A cuando dedo un rúmero K >» O por 
grande que sea, se puede encontrar un número 9 > 0 tal 
que si O<d(P,A)<Ó se verifique |y|>K. 


Dar el valor K, significa fijar un entorno Élo) 
del punto del infinito del espacio R a donde pertene— 
cen los valores de y, La condición 0O<d(P,A)<Ó de- 


Mw 
termina un entorno reducido 'É (A) de radio Í del pun 
to A, 


11) Caso de variables infinitas. 





Se dice que la función y = f(P) tiene límite 
1 para P—»w cuando dado un número € > O, se puede 
encontrar un número H > O tal que sea y - 1|<€ 
siempre que d(0,P) > H, 
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En efeeto, dar € significa fijar un entomo €(1) 
y el valor de H determina un entomo de radio H del - 
punto del infinito del espacio PM, 


III) Como aplicación de lo dicho en I y II se esta- 
blece el concepto de límite infínito de la función — 
cuando P —+*00, 


IV) Caso de límites laterales, 


Un caso particular interesante se presenta en - 
funciones de una variable cuando solo se consideran se 
mientornos a la derecha o a la izquierda de x,. Tales 


entornos se describen así xo < xXx <x, 4 $ (semientor 
no a la derecha de x,) y ox, Ócx< e (semientor- 


no a la izquierda de x.). 


Se dice que la función y = f(x), tiene límite 1 
cuando x tiende a x, Por la derecha, si se .cumple 


ly - 11< € siempre que x,< x<x, + g, Para este - 


concepto se emplea la eveción lim" f(x) = 1. 
Xx E 


El caso de límite lateral por la izquierda, que - 
se define de o Ol se representa por la nota 
ción lim f(x) = 


xXx —Px 
o 


V) Caso del límite de una sucesión, 


Cuando hemos definido el límite de una sucesión 
de números reales, hemos determinado un índice p, ccr 
la condición lx -—x|<€ para todo ny» pp. Obsórvese 
que esta desiguáldad que debe ser cumplida por ny pue 
de interpretarse como la definiciór de 11 suriertorno 
de "radio" p del punto del infinito de 12 recta, 


- De manera parecida se justifica que la definición 
de límite de una sucesión doble, queda incluída en la 
definición general de límite. 
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3. Propiedades de los límites, 


Nos vamos a ocupar exclusivamente, en este párra- 
fo de las propiedades de los límites de funciones de - 
una variable independiente, aunque muchas de ellas son 
generalizables a las funciones de dos o más variables 
independientes, 


Por otra parte, los teoremas obtenidos en el tema 
32 para sucesiones de números reales, son válidos para 
funciones, ya que si en cada una de las demostraciones 
se sustituye la frase "para valores de n ».p " por es- 
ta otra "para valores de x tales que [x - x,| <ó "se 


obtiene la demostración del correspondiente teorema de 
la teoría de funciores. 


Por ello nos limitaremos a enunciar los teoremas 
más importantes, pero antes expondremos el siguiente - 
que también es válido para sucesiones y que no figura 
allí, 


I) Una función f(x) comprendida entre otras dos 
p(x) y alx) que tienen límites iguales cuando x —x_, 
adrmite este mismo límite, 2 


En efecto según la hipótesis, pl(x) £ £(x) < a(x), 
y dado un número E> O arbitrario se puede encontrar - 
un entorno reducido (x=, - dá, , E, + 8,) tal que en — 


sus puntos se cumple |p(x) - 1/<É y otro entorno re 
ducido lx, - S, Xx + $.) tal que en él Ja(x) - 1[<€. 


Si (x, - 9, Xx, + $) es el entorno reducido, in 


tersección de los dos citados, dentro de él se cumple 
1-Explíx) <14+€ y también 1-E<ql[íx)<1+€ 
y por tanto 1-EX<f(x)<1+E , lo que indica que 


les el límite de la función para x —>x,. 


Un ejemplo notable de aplicación de este teorema 


es el cálculo del lim EE Z . 


x >0 
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Considerando un ángulo x.-. sobre una circunferen- 
ce  ciade radio 1. el arco A B 
tiene de longitud x y compa- 
rando las áreas de los trián 
gulos OA B, O AC y el área 
del sector 0A 7 se obtiene 


L sen x<5 x4l 7 tg x, y di 





vidiendo el número positivo 





O A 5 sen x por los tres miembros 
" sen_x 
x 





de la doble desigualdad se obtiene 1 > >» cos x, 


Aunque este resultado se ha obtenido para valores posi 
tivos de x, es válido también para valores negativos - 
como-puede comprobarse poniendo -x en lugar de x. Como 
lim cos x= 1 por ser 

A 2x Ye qe 

| =- cos x| = [2 sen 3[< 2. RES que es menor 


que É siempre que fx|<y2€ , puede aplicarse el teo 


: sen 
rema anterior obteniéndose lim“. y, 
x —0 1 


Otro importante ejemplo lo constituye el lim (14x)* 
x —»0 


Suponiendo positivo en primer lugar, sea n la parte 


x 
entera de z 3 es inmediato que 
1 


ero ter. 








a ; la aplicación 


1 


4 
4 raros 


del teorema anterior nos da el resultado: lim (1 + x)*= 


O 


Para valores negativos de x poniendo x = -z se tiene; 
1 1 1 


pb == pas El 





Vr (12 *-. GO (117. Lda- 
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“mando 





= t, para z 0 también t-—+0 y ose 

=p 

Puede escribir la expresión anterior así 
| ; 


+ 
(14 +)* que tiene límite €. 


11) Límite de una suma de funciones.— Si las funcio 
nes £, (lx) y L, (x) tienden hacia límites finitos 


l, y L: e cuando x —X, (8 cuan 
do x -—»0), la función £, (x) + £o(x) tiende ha 
cia 1, + 1,. => 


111) Límite de un producto de funciones,- Con las -— 
mismas hipótesis del caso anterior, puede afir- 
marse que la función E,  . f o (x) tiene como = 
límite", . 1. 

1 2 
IV) Límite de un cociente de funciones.- Con las hi 
pótesis del caso 11) añadiendo que sea 1, 0, 


f(x) L, 
el cociente tiene por límite —. 
fo (x) Ll, 
Si f, (x) — 1, Z O mientras que f ¿(x) —0 
2, (2) 


el cociente +] tiene por límite infinito, 


V) Si la función f(x) > O tiende hacia 1>0 
cuando x —x, se cumple que 


lim log, f(x) = log, 1 


X-sx 
de o E 
VI) Si f(x) >0 tiende hacia 1>0 cuando x —+x 
Pl) _ 
y PQ ) A se verifica lim f(x) 1 
a 


4. Casos de indeterminación en el cálculo de límites, 


No puede determinarse el límite del resultado de - 
una operación. realizada con funciones, partiendo sola- 
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mente del conocimiento de los límites de los datos, en 
los siguientes casos llamados de indeterminación que - 
representamos con la notación simbólica 00 -0w, 0, 00, 


— , E 5 ro , 00% , 19 cuyo significado es el si- 


guiente: 

Límite de una suma (o diferencia) de funciones - 
cuando minuendo y sustraendo son funciones de límite -— 
infinito. 

Límite de un producto cuando un factor tiende ha- 
cia cero y el otro hacia infinito, y así sucesivamente, 


Los tres últimos casos se refieren a límites inde 


terminados de potencias; [1] 1 e . Como dicha po- 
x) «108,1 (x) 

tencia se puede escribir así; E y se de- : 

be calcular el límite del exponente, que aparece en la 

forma indeterminada 0. w en los siguientes casos; 


P(x) —0 E —» 0 E —+ Dm 


f(x) —»ow f(x) —0 f(x) —1 

En cada uno de los casos citados, hay que hecer - 
un estudio particular con el fin de calcular el límite 
correspondiente. En las clases prácticas se verán algu 
nos recursos que suelen resultar útiles, En el tema 6, 
se expondrá un importante teorema llamado de 1'Bópital 


muy utilizado para el cálculo de límites indeterminados, 


52. Continuidad de funciones. 


Dada en el espacio FR” la función z = f(P) donde 
el campo de variabilidad de P es un cierto conjunto 


XCR”, se dice due es contínua en el mnto AÉ X, si 

existe el límite de la función cuando P —>A, siendc — 

dicho límite igual al valor de la función er A, En sín 

bolos; lim £(P) = £(A), Cuando se trate del ceso de 
P —»A 
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una variable independiente 2 = f(x) «se escribes 
lim f(x) = f(a), 


x —-a 


Si son dos las variables independientes se escri- 
bez lim f(x,y) = f(a,b). 
an 
(2,y) — (a,b 


Volviendo al caso de una variable z = f(x), se - 
llama incremento de la función y se representa por Az, 
a la diferencia f(x) - f(a). La diferencia x-—a se - 
llama incremento de la variable independiente y se re- 
presenta por Ax. d 


La definición de continuidad es equivalente a es- 
ta otras Una función es contínua en un punto a si.al — 
tender a cero el incremento de la variable tiende tam- 
bién a cero, el incremento de la función. 


En el caso de dos variables z = f(x,y), se defi- 
ne igualmente Az = t(x,y) - f(a,b) siendo Ax = x-a, 
y = y - b, pudiendo comprobarse que la función es - 
contínua en (a,b) si al tender a cero los incrementos 
de las variables independientes, tiende también a cero 
el inoremento de la función, 


Cuando una función es contínua en todos los pun— 
tos del conjunto X, se dice que es contínua en X, 


Podíamos haber utilizado la: definición de aplica- 
ción contínua en un espacio topológico (página 30), de 
duciendo después como consecuencia lo que aquí hemos -— 
tomado como definición, 


De la definición de continuidad y de las propieda 
des de los límites se deduce que si una función 
z = f(P) es contínua en el punto AÉ X, existe un en 
torno de A, en el cual f(P) tiene el mismo signo que -— 
en el punto A, : 


Cuando sea f(A) = O rada puede asegurarse res— 
pecto al signo de los valores de f(P) en las proximi 
dades del punto A, 


8 


6, Propiedades de las funciones contínuas. 


Vamos a exponer algunas de las propiedades más im 
portantes de las funciones contínuas, Cuando se demues 
tre algún teorema, nos referiremos, por fijar ideas a 
las funciones de una variable, pero queda bien entendi 
do, que los razonamientos se pueden generalizar sin di 
ficultad al caso de dos o más variables, 


I) La suma, diferencia y producto de funciones con- 
tínuas en un punto es también una función contínua en 
dicho punto, 


Sean por ejemplo z, = TÍ) y 2, =Q(x) dos - 


funciones contínuas en el punto x = a. Por definición 
será lim f(x) = f(a) ,, lim Q(x) = f(a). Sumando es 
x —a x —a 
tas igualdades y aplicando las propiedades de los lími 
tes se obtienes lim [£(x) + q (2) = f(a) + pla), 
x —ra 

igualdad que demuestra el teorema para la suma, Con ra 
zonamiento análogo se extiende el teorema a una suma al 
gebraica de funciones, o al producto de varias funcio- 
nes, pero siempre se trata de un número limitado de fun 
ciones. 


11) El cociente de dos funciones contínuas es tam- 
bién una función contínua, excepto en los puntos en los 
que se anula la función divisor. 


En efecto, si 2 = el se tiene 
fla 
= Ha por 


lim 2 = lim $5 ser Qla) 0. 


xXx a xXx 


111) Si 2 =- f(x) es una función contínua para 
x=a y u= G(z) loesenel punto z =f(a), la 
función u= Y [£(x)] es contínua par. X= 


No presenta dificultad la demostración, 


IV) Toda función contínua en un conjunto cerrado y 
acotado X, alcanza en dicho conjunto un valor máximo y 
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un valor mínimo absolutos. (T, de Bolzano — Weiers— 
+trass), 


En efecto, el conjunto de los valores que alcanza 
la función tiene un extremo superior que llamaremos M 
(finito $ infinito), Se trata de demostrar que este ex 
tremo es accesible, El extremo M, cumple las dos condi 
ciones siguientes: es f(x) $ Men todo el conjunto X 
(intervalo cerrado), y si k < M existen valores de la 
función que superan a k, es decir existen valores de - 
la función que se aproximan a M tanto como se quiera,- 
Dividiendo X en dos partes que supondremos iguales,por 
comodidad, en uno al menos de los intervalos obtenidos 
alcanza la función tales velores próximos a M“M, Sea X 
tal intervaloz dividiéndole en dos partes (iguales) !- 


sea X, el intervalo (uno al menos) donde alcanza la - 


función tales valores próximos a li ,.. Siguiendo este 
proceso de subdivisión de manera indefinida se obtiene 
una sucesión de intervalos X, Xir Xoy .«.. de longitu— 


des 1, 5 , 2 y +... cada uno contenido en el anterior, 
2 
Existe un punto x = É contenido en todos esos segmen=” 
tos. Este punto por ser de acumulación de puntos per 
tenece a X. En 81 la función alcanza un valor f( 3 que 
es húmero, que debe ser igual a M; de no ser así eli— 
giendo k tal que ($) <k <M sería f(x) <k en todo 
un entorno de “É, en virtud de la continuidad; pero - 
por el modo de selección adoptado, dentro de ese entor 
no hay intervalos Xa> en los cuales existen puntos don 


de f(x) supera a k, llegándose a una contradicción. - 
luego se tiene f(5) = M, Como el extremo superior es 
accesible, la función tiene máximo absoluto en X, Aná- 
logamente se comprueba la existencia de mínimo absolu- 
to, 

V) Teorema de Bolzano.- Si la función z = f(x) es 
contínua en el intervalo cerrado a,b] y toma valores 
de signo conirario en los extremos del mismo, dicha - 
furción se anula, 21 menos, en un punto interior, 
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Supongamos, para fijar ideas, que sea f(a) < 0 y 
f(b) > O. Dividamos el intervalo [a b) en dos partes 
(que tomaremos iguales por comodidad), Si en el punto 
de división es f(x) =0 el teorema está demostrado ,- 
Si esto no ocurre seleccionemos aquel de los dos inter 
valos parciales en cuyos extremos toma la función vazlc 
ía de signo contrario, Designemos tal intervalo por 


a, »b,] y dividámosle en dos partes iguales. Si f(x) 


no Se anula en el punto medio, sea [8,1 aquel de 


los dos intervalos parciales donde la función alcarya 
valores de signo contrario, Si al repetir este proceso 
se anula f(x) en algún punto intermedio el teorema es 
tá demostrado; si esto no sucede, existe un punto $ co 
mún a todos los intervalos (a; »>,] donde la función 


tiene que anularse, pues si fuera (6) > 0 debería 
mantenerse positiva en todo un entorno de $, lo cua. 
está en contradicción con la propiedad que tienen 135 
extremos a, de los intervalos considerados de ser er — 
ellos negativa la función, 


Como consecuencia inmediata se deduce la siguier= 
te propiedads 


Si upa función z = f(x) es contínua en el inter 
valo [s,+] y f(a) ££(b), la función adquiere cada va 
lor y comprendido entre f(a) y f(b) , al menos una 
vez én el intervalo (a,b). 


Basta aplicar el teorema de Bolzano a la función: 
az = f(x) — N, Que se anulará por tanto, al menos en el 
punto $, cón lo cual resulta n= ($). 


Se puede expresar esta propiedad diciendo que una 
función contínua pasa de un valor a otro tomando todos 
los valores intermedios, 


VI) Continuidad de la función inver”rá. 


Se dice que una función z = f(x) _es creciente en 
sentido estricto en el intervalo a,b) si para toda 
par de valores x'< x" se verifica f(x") < f(x"), - 
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Si, por el contrario, se tiene f(x!) > f(x") la fun 
ción se llama decreciente en sentido estricto. 


Si la función es-contínua y estrictamente cre= = 
ciente la aplicación z = f(x) establece una corres- 
pondencia biunfvoca entre el iptervalo [a, b| y el - 
intervalo homólogo [f(a),t(b)] ya que a todo 
xt [e. b] le corresponde f(x) € [£(a), f( (b)] y es- 
te valor sólo lo alcanza una vez la función, Luego es 
tá definida la aplicación o Funoi ón inversa que se re 
presenta por la notación x= £”Í (2) Es fácil compro 
bar que la función inversa es también contínua en el 
intervalo [2 (a) s£(9)). 


> Si la función es estrictamente decreciente, las 
consideraciones anteriores son igualmente válidas, 


Te Continuidad de las funciones elementales 


En este punto es conveniente pasar revista a las 
funciones más sencillas, (muchas de las cuales son ya 
conocidas del alumno) examinando su continuidada 


I) Se llaman funciones enteras (polinomios) a las — 
funciones del tipo 


n-1 
2 = ar +20 +, .+ta *% 


donde los coeficientes as son números reales. 


Como evidentemente las funciones 2 =XK y z =x 
son contínuas y la función entera se obtiene sometien 
do a las anteriores a un número limitado de operacio- 
nes suma, úiferencia y producto, podemos concluir que 
toda función entera es cortínua en todo el campo real, 


11) Se llaman funciones racionales las que contie- 
ren la variable x y ciertas constantes, sometidas a — 
las cuatro operaciores raciormalese 

Se demuestra que toda función racional se puede 
_Píx 
E 


expresar como cocierte de dos poiznomiosz3 Z 


primos entre sí, 
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Por aplicación de resultados anteriores se ve que 
una función racional es contínua en todo el campo res, 
salvo en aquellos puntos donde se anule el denominador. 


A n . > 
III) La función yx  , Puede considerarse como fur - 


ción inversa de la función Pitentia Xo Z quit es - 
creciente er sentido estricta para z)»0 ycontíris, 
Luego la función raíz enésima es +tamtién cortín.a para 
z y, 0. Cuando n es impar, el resultado se extiende a — 
todo el campo real, 


2 Ñ x A 
IV) La función exponencial z = a, suponiendo a»? 
por ejemplo, es estrictamente creciente en todo el cam 
po real, 


El incremento de la función correspondiente a un 


incremento Ax de la variab!e vale; Z = Sa (a ¿en 1). 
Como el límite del paréntesis para [fx —0 es cero, — 
podemos afirmar que la función exponencial es contínua 
en todo el campo real, 


Si a < % la función es estrictamente decrecierte, 
y contínua. 


La función logarítmica z = 108, x se puede consi 


: : A Zz 
derar como función inversa de la exponencial x= a .- 


Según el teorema sobre continuidad de furciones inver— 
sas podemos afirmar que la función logarítmica es con—- 
tínua para todo x>»0, 


vI) Las funciones circulares son contínuas en los — 
intervalos que se señalan: 


z=senx (-o, 0) Z = arc sen x (1, 1] 
z=cosx (-w, 00) Z = arc cos X [-1, 1] 
z=tgx  (-o0, m)salvo los 2 =ar tg x [-o, co] 


puntos x = (241), E 


Para comprobarlo demostremos primero la continui- 
dad de la función seno, En efecto; 


E 
Az = sení(x + Ax) - sen x = 2 cos(x + Ax) . sen Ax 
luego lA 2| 42|sen Az| so 4x| que se hace tan pe- 


queño como se quiera tomando lAx x | suficientemente - 
Pequeño. 


Como cos x= sen[(x + —L, la función cos x es 


también contínua, 

sen _X 
cos x 
nuáa salvo en los puntos que anulan al denominador: 


x= (2x+1) +4. 


Como tg x= la función tangente es contí- 


Las funciones circulares inversas, no son unifor- 
mes como es sabido por el alumno; pero si convenimos - 
por ejemplo que en la función 2 = arc sen x, los valo 


res de a se limiten al intervalo [- z . z | , se obtie- 


ne una "rama" uniforme de la función, El teorema sobre 
continuidad de las funciones inversas nos demuestra — 
que la función arc sen x es contínua, 


De manera análoga la función 2 = arc cos Xx 
[o < <= sx] y la función 2 = arc tg x (-Fx223B) 


son uniformes y contínuas. 


VII) Funciones hiperbólicas. 


Son muy importantes unas funciones constituídas 
mediante la función exponencial, y que se llaman seno 
hiperbólico, coseno hiperbólico y tangente hiperbólica, 
representándose por las notaciones respectivas: sh x, 
ch x, th x, Se definen así: 

x -x x 
sh x =- 2 3% chx. LS y hx=—ÁG 
2 2 er +e 











Estas furciones están definidas en todo el canrpo 
real, y sor comtinuas por ser resultado de operaciones 
recionales ne has con funciones contínuas, 
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las funciones sh x y thx cumplen la propiedad 
de cambiar de signo al sustituir x'por —.x es decir 
f(x) = -£(-x). Tales funciones se llaman impares. 


En cambio la función chx cumple la condición 
f(x) = £(-x). Las funciones que tienen esa propiedad - 
se llaman pares. 


La representación gráfica de las tres funciones — 
hiperbólicas es: 


ch x 


Sh x 


Las dos relaciones - 
fundamentales a que -— 
satisfacen las funcio 
nes hiperbólicas son: 





La sevejanza de estas 
fórmiles con las co— 
rresporndientes de las 
funciones circulares, 
sugiere la posibilidad de establecer yn conjunto de - 
fórmulas muy parecidas a las de la Trigonometría, Ta- 
les fórmulas constituyen la llamada Trigonometría ni— 
perbólica. Las más corrientes serán vistas en ias cla- 
ses prácticas, 
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Los números recíprocos de sh x, ch x y thx se - 
llaman respectivamente cosecante hiperbólica, secante 
hiperbólica y cotangente hiperbólica. Su estudio ro — 
ofrece interés por poder expresarse mediante las otras, 


El exámen de la 1% de las figuras anteriores, per 
mite comprobar que la función sh x admite función in=- 
versa en (-0m, 0), por ser contírua y monátora crecien 
te. Se la designe por arg sh x (argumento cuyo seno hi 
perbólico es x). Su representa S 
ción gráfica es la de la figw- arg shx 
ra. 

La función 2 = arg sh x se 
puede calcular mediante loga-- 
ritmos, En efecto como x = sh z 


resulta x=“ 2 ; de aquí 








se obtiene 


22 z dt ; 
e" -=-2xwe -1= 3 resolviendo esta ecuación de 22 


Vx + 1 y por tanto 


0 
grado sale es =x E 


2=L1(x4Vx 40), 


No hemos considerado el signo - de la raíz porque 
el paréntesis resulta negativo y su logaritmo no es un 
número real, 


De manera análoga se estudian las funciones inver 
sas de chx y thx que se representan así; 


Z = Arg ch x .. Zz= arg thx 


Las representaciones gráficas de ambas funciones ' 
son: 
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Se observa que la función 2 = argchx noes uni 
forme y que su campo de existencia es la semirecta 
x yl. 


La función y = arg thx sólo está definida en el 
intervalo (-1,1). Ambas son contínuas en sus respecti- 
vos intervalos, y se pueden calcular sus valores median 
te las fórmulas 


O O 


1 
1 1 1 x 


Z = arg th x= “> A 





El doble signo que aparece er la expresión de arg ch x 
corresponde a la existencia de dos valores de Z (igua= 
les pero de signo contrario) para ceda valor de x. 


8. Continuidad lateral. 


Si en la definición de función corn+tfírua z = 
en un punto xXx = a, sustituimos el concepic de lími 
ordinario por el de límite lateral, ol erzmos el cor 
cepto de continuidad lateral, 


Se dice que la función z = f(x) 
la derecha en el punto x= a si se cumpes 
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lim f(x) = f(a), 
xa 
Análogamente si se verifica que lim f(x) = £(a) 


x —a 
se dice que la función es contínua por la izquierda en 
el punto x= a, 


Como consecuencia de esta definición, podemos de- 
cir que la continuidad ordinaria en un punto implica -— 
la continuidad por la derecha y por la izquierda, 


Cuando se dice que una función es contínua en un 
intervalo cerrado [a,b] , hay que entender que en los 
puntos interiores se trata de la continuidad ordinaria; 
en cambio en el extremo a es contínua por la derecha y 
en el extremo bh es contínua por la izquierda, 


9. Continuidad uniforme. 
Dada la función z = f(P) definida en un conjun- 


to X cr se dice que es uniformemente contínua en X, 
cuando para todo É> 0 se puede encontrar un 4 >0 
tal que para cualquier par de puntos PÉX, QEX 
cuya distangia sea menor que es decir d(P,Q)<d se 
verifique [£(2> -HQÍ|<E - 


En lenguaje corriente puede decirse que una fun— 
ción es uniformemente contínua cuando para puntos pró= 
ximos, los valores de la función son también números — 
próximos. Que no siempre ocurre así lo prueba el si- 
guiente ejemplo. La función de una variable z = 1 dae 

x 7 
finida en (0,1) es contínua en dicho intervalo, Sin — 
embargo es posible encontrar parejas de valores próxi- 
mos de x para los cuales los valores de la función no 
son próximos, Basta fijarse por ejemplo en los valores 

=6 
X, = 10" ,, xo 
llonésima, y los valcres correspondientes de la función 


= 2.1076 que se diferencian en una mi 


son 249 = 10 ,, Zo = 5,107 que se diferencian en 
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500,000 unidades. 


El siguiente teorema, debido a Heine, y que dare- 
mos sin demostración permite establecer la continuidad 
uniforme de una función; 


"Toda función contínua en un conjunto X cerrado y - 
acotado es uniformemente contínua en dicho conjunto", 


Este teorema explica por qué no es uniformemente 


contínua la función z=-—__ en el intervalo (0, 1] ; 
x 


El extremo cero no es punto de continuidad de la fun- 
ción; por tanto no se verifica la hipótesis del teore- 
ma de Heine, 


10. Funciones discontínuas. 


Cuando una función no es contínua en un punto, se 
dice que es discontínua, 


La falta de continuidad de una función puede ser 
debida a diversas causas. Limitándonos a funciones de 
una variable 2 = f(x), puede ocurrir: 


12) La función tiene límite en el punto x= a, pero 
este límite no coincide con el valor de la propia fun- 
ción: para x= a, bien porque no exista Úú bien porque. 
sea distinto. Se dice entonces que hay una discontinui 
dad evitable, pues asignando a la función en dicho pin 
to el valor del límite se restablece la continuidad.' 


e S E Ñ .. 1 
Como ejemplo consideremos la función z = x. sen >= 


que no está definida en el punto x= 0, Sin embargo - 
el límite de la función, cuando x —»0, existe y vale 
cero. lueso si se atribuye a la función el valor cero, 
para x= 0 se obtiene una función contínua, 


22) Si en el punto a existen ios dos límites late 
rales de la función z = f(x) y son distintos se dice 
que la función tiene una disconrtiruidad de 1% especie, 
Si ambos límites son finitos la discortinuidad se lla- 
ma finita; la diferencia f(a”) - f(a7) se llama salto 
de la función en el. punto a. Si ambos límites latera— 
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les o uno de ellos, son infinitos, la discontinuidad -— 
se llama infinita, 


Ejemplos.- La función 2 = Elx) (parte entera de 
x) tiene puntos de discontinuidad finita de 1% especie 
cuando xXx = número entero. 


1 


La función z = > tiene en el origen una discon= 
tinuidad infinita de 1% especie. 


32) Si la función 2 = f(x) carece, en el punto a, 
de uno o de ambos límites laterales la discontinuidad 
se llama de 2* especie, 


: z a 1 
Como ejemplo, citaremos la función 2 = sen 7 que 
en el origen no tiene límites laterales, 
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Tema _%.- DIFERENCIALES Y DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE 
UNA Y DE VARIAS VARIABLES, DIFERENCIALES DE - 
ORDEN n. 

4, Derivada de una función de una variable, 


Sea f(x). una función real de la variable real Xx 
definida en un intervalo [a,b]. Se dice que f(x) es.de 
rivable en el punto x E [a,b] si el cociente 

o 
f(x) - f(x.) 
Pe” tiene límite cuando x —x.. Este lími- 
o 
te se llama derivada de la función en el punto 1, Y se 
representa por 06 0 y también por D tx). 
Si el límite es un número se dice que la derivada 


es finita, Cuando el límite es infinito, se dice que - 
la derivada es infinita, 


El alumo conoce ya la siguiente interpretación - 
geométrica de la derivadas "Si la función f(x) admite 
una derivada en el punto Lo» la curva representación - 


gráfica, tiene una tangente en el punto Po de abscisa 
Lo» cuya pendiente es precisamente dicha derivada". 


Si la derivada.es infinita, la recta tangente a - 
la curva en P,¿ es tangente al eje de ordenadas, 


Derivadas laterales.- Si el cociente 
f(x) — £ Z, 


xr -x 
o 





A ; + : 
tiene límite cuando x —rx, se dice que 


la función f(x) tiene derivada a la derecha de x, que 
Se representa por el Si existe el límite de dicho 
cociente para x —x , este límite se llama derivada 
lsteral a la izquierda de X¿» Y se representa por 
tU). 


Es evidente que si existe derivada crdinaria, tam 
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bién existen las dos derivadas laterales y son iguales, 


Pero puede ocurrir que las dos derivadas laterales 
sesn distintas en cuyo caso no existe derivada ordina- 
ria, En este caso no hay recta tangente a la curva re- 
presentación en el punto Pos sino dos semirectas tan—— 


gentes a cada uno de los arcos en que el punto Po divi 


de a la curva, y las respectivas pendientes son igua— 
les a las derivadas laterales, Se dice entonces que Po 
es un punto anguloso, 


2, Función derivada. 





Si una función z = f(x) es derivable en cada pun 
to de un intervalo se puede definir una nueva función 
asizmando a cada $6 de dicho intervalo, el valor de — 


f'(x _) en dicho punto. Esta funciór se llama función - 
derivada de f(x) y se designa por f'(x). 


No hay que confundir, por tanto la derivada en un 
punto que es un número, con la función derivada en un 
intervalo, Cuando se emplea la frase "una función es -— 
derivable en un intervalo" se quiere significar que la 
función tiene derivada finita en todo punto del inter- 
valo, 


3. Propiedades de la derivada. 





1) Si una función admite derivedas laterales fini— 
tas en un punto o» dicha función es contínue en ese - 


punto, 1 
En efecto, si existe lim A = £'(x,) se - 
dee E 
Puede escribir 42 - sl + ¿ Deir Í—o0 para 
4 
Ax —=0%, Por tento els . E! El ) 2S.Ax. To- 
mando límites cuando Ax —» 0 Pentdta lim Az = 0. 
De la misra manera se demuestra que lim Az = 0; 


luego la func' ón es contínua, Ax —»0 
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En perticular sí una función admite derivada fini 
ta en un punto Xos dicha función es contínua en x 0» ya 


que en este caso las dos derivadas laterales sien y 
son iguales, 


El recíproco no es cierto, es decir, se conocen = 
funciones contínuas que no son derivables, 


II) La derivación es una operación lineal, lo que - 
quiere decirs 


a) La derivada de una constante por una función de- 
rivable, es igual a la constante multiplicada por la - 
derivada de la función, 





En efecto, el incremento de C 
genérico x es C f(x + Ax) - C f(x 
g0 


rd en un punto 
)=0C 

són C, fix 
x—»0 > 


= C f(x) 


b) La derivada de una suma de un número finito de = 
funciones derivables es igual a la suma de las deriva- 
das de los sumandos. 


En efecto sea 2=u+v+,.. hw una suma 0d: 
varias funciones de una misma variable independiente > 

Para un incremento Ax se obtienes 

= Au + Av+... + Av de donde 


dede de + 


y tomando límites cuando Ax —»0 resulta 
21 =u!l + y! ¿4 ..o. +w. 


I11) Es inmediato comprobar que el conjunto de las 
funciones derivables en un intervalo feb] constituye 
un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números — 
reales. 
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¿V) Derivada de una función compuesta 

En la primera lección de Algebra Lineal, se ha 
definido la aplicación producto de otras dos. Para evi 
tar confusiones de lenguaje llamaremos ahora función — 
compuesta a la que se define asis Sea z = £(x) una - 
función derivable en un cierto intervalo [a,b| y supon 
gamos que u=el(z) es otra función derivabie en un - 
intervalo de valores de z, al cual Por isnecen los y; E 
res de z = f(x) en [a,b] . La función u = g[r(x)] = 
se llama función compuesta (también se aña función - 
de función) y admite como derivada el valor de 
ela) . £ (2). 


En efecto sean [x= x - x, > Az=2-2 an 


Au =u- u los incrementos correspondientes = 
de las variables Xy 2, Us 


Si en un entorno de Xx, es Az Á O se puede es 


cribir qe = 4 . 92 . Como las funciones z y u 


son derivables y por tanto contínuas se tiene que cuan 
do Ax-—>0, también Az —>0 y Au -—=»0. luego - 
tomando límites en la igualdad anterior cuando Ax-—0 
resulta ul = 8'(2,) » 1 (x,). 


Si en todo entorno de X, existen puntos x para 


los cuales Az = 0, no puede aplicarse la demostra— 
ción anterior. Sin embargo el resultado obtenido es — 
también válido en este caso. Omitimos la demostración 
por brevedad. 


En general si consideramos varias variables x, 2, 
Us Vy +oo cada una de las cuales es función de la an- 
terior y ia respecto de ellas 2 = f(x), 
u= glz), = h(u) ... aplicando reiteradamente el re 
sultado verlos se obtiene la llamada regla de la cade 
nas 


"La derivada respecto de x de una función que de- 
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pende de dicha variable por intermedio de otras, cada 
una de las cuales es función de la siguiente, es el — 
producto de las derivadas de cada una de estas funcio- 
nes, con respecto a la variable de que depende inmedia 
tamente", 


V) Derivada de una función inversa, 


Dada una función contínua z = f(x) que tiene - 
una función inversa x = Q(z), uniforme en un cierto 
intervalo, si la primera admite derivada f'(x_) 0) 


en el punto x_, la función inversa también tiene deri- 
vada en el punto correspondiente z¿ Y su valor es 


$2) =P > 


En efecto, si llamamos Az al incremento de z - 
que corresponde a Ax, ambos tienden a cero simlt4— 


neamente y por ser 

Az 10 resulta 14 lím AE 11 dí 42 
e Az—=0 Ax-0 

como se quería demostrare 


4. Cálculo de derivadas 


Como el alumno conoce ya las reglas de derivació: 

E : A Lo 

de las funciones de una variable, las citamos aquí,s”.: 
demostración, para que sirvan de repaso. 





Derivada de una constante.- Si z =k para todo 
x se tiene z!' =0. 





Derivada de la función logaritmo. Si z = log,x, 
z!to= - . 108, e. 
En particular, si z=Lx resulta z' = . 


Derivada logarítmica de una función.- Si z = f(x) 

se llama derivada logarítmica de 2 a la derivada de su 
t 

logaritmo neperiano y vale a . 
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Derivada de un producto de dos funciones.- Si 
z =ulx) . víx) se tiener z! =u!l .v+us.v, 
Si Z=U0+.V0o.w 
gl =ul ¿Vo WU VI Utd Us AV. o? etc, 


Deriveda de un cociente de dos funciones.— Si 


ut Vv— t 
a = DE resulta z!= Ue. VZu.v_ 
vlz 2 


y 


EA ¿ E a 
Derivada de una potencia.- Si z = x donde a es 


EN a= 
un número real fijo, resulta z!= a. x iS 
Derivada de una función exponencial. Si =z = iS 
, x ; 
se obtiene z!=a . La. En particular z=er : 
Xx 
gl=e,. 


Derivadas de las funciones circulares directas, 





Para la función z = sen x resulta z! =cCcos x 
non u Z =COS X 1 z! = -sen x 
"” "r n n ' 1 
z=tg8 Xx 3! = 2 = 
cos” x 
2 
=1 + te Xx 


Derivadas de las funciones circulares inversas.- 


2 Tí 
Para la función z =arc sen x donde -2 S$zs S 


resulta gl = __ 
Ñ / 2 
l-x 

Para z =arccosx donde 0% z%£X resulta 





T 
Para 3 =are te x la resulta z! = 
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Para la función z =shx resulta z!=chx 
" " " Zz =Cchx " z! =shx 

$” $” $" z = thx " zt = 2 = 4h óx 
ch x 


Derivadas de las funciones hiperbólicas inversas» 


Para la función 


arg sh x = L(x + Vxó + 1) se obtiene z!'= ] 





N 
ál 








1H 
Para la función 
z = arg ch x= L(x + xo - 1) se obtiene z! = ] 
x=! 
Para la función 
z = arg th x -411 Ex se obtiene 2! E 


5». Concepto de diferencial de una función de una varia 
ble, 


Si 2 = f(x) es una función derivable, se llama 
diferencial de dicha función en el punto x al products: 
de la derivada £f'(x) por un incremento arbitrario 1: 
la variable independiente; se vepresenta por da; de -— 
forma que dz =f'(x) . Ax. 


Resulta, por tanto, que para una función dada, la 
diferencial depende del valor de x y del incremento — 
Xo 


Si se aplica la definición a la función z=x - 
se obtiene dz =1 . Ax ó bien dx = Ax , luego la 
diferencial de la variable independiente coincide con 
el incremento arbitrario de la misma. Por tanto se pue 
de escribir dz =f'(x) . dx lo que justifica la si— 
guiente notación para la derivada de una función: 


d ñ A 
f(x) = E es decir, el cociente de las dos dife— 
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-. ciales de la función y de su variable independiente, 


Las reglas de diferenciación son las mismas que — 
las de la derivación, de acuerdo con la definición de 
diferencial. 


Es interesante la representación gráfica de la di 
ferencial de una función, 


La tangente a la cur 
va representación de la 
función, en el punto P, 
tiene como pendiente — 
1 (x). El segmento RS == 
tiene como valor 
RS =f(x) . Ax luego ' 
representa gráficamente 
la diferencial de la .- 
función en el punto x.- 
El segmento RQ represen 
ta el incremento de la 
función, Resalta así la 
diferencia entre ambos 
conceptosz puede decir 
se brevemente que el incremento de la función corres— 
ponde al incremento de la ordenada de la curva, y la - 
diferencial corresponde, en cambio, al incremento de — 
la ordenada de la recta tangertes 


6. Derivadas parciales 

Supongamos una función 2 = £(x, » Xoy ... x,,) de 
n variables independientes, definida en un cierto con- 
junto XP, 


Si se da un incremento Ax, a la variable Xy9 7 








dejando invariables a las demás, se puede definir un - 
cociente incremental s 


f (xy + Ax,» Xos tos x,) e f(x,» Xo» ... x,) 


Ey 
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cuyo límite para Ax, +0 , Si existe, se llama deri- 
veda parcial de la función con respecto a xy) Y Se — 
, o bien g! y o bien 


2 
3 Xy Xx; 





representa por la notación 


tr. etc» 


Análogamente se definen las derivadas parciales - 
con respecto a las. restantes variables, que se repre— 
Dz : 92. 

, ... , 

x 
0 3 n 


Estas derivadas parciales son números.- Supuesta 


su existencia en cada punto P(x,> Xoy ... X, EX, 


se puede definir una función derivada parcial con res- 
pecto a cada variable Xx,» haciendo corresponder a ca” 





sentan asís; 


da punto PÉ X, el valor de la respectiva derivada pa 
cial 97 
Dx, * 





7. Diferenciales de funciones de dos o más variables, 
Funciones diferenciables, 


Dada la función 2 =?f(x,, Xy ... x,) definica 
en un conjunto XC no se llama diferencial de la fur 
ción y se representa por dz a la siguiente suma 


_9f of If 
da = Dx, . Ax, + 31,5% Fo... +5 Ar, 


donde los míúmeros. Ax; representan incrementos arbir 
trarios de las variables independientes, 
Si se aplica la definición a la función z =x 


se tendrá so da=1., Ax, +0, Arto. .+0.bx, 


o sea dx, = Ax, + Análogamente resulta 


1 


dx, = Áxo»...> dx, = Ax, - Esto justifica la siguiente 


notación que es la hábitual 


A E E ; 
x, Z, La 
Conviene insistir en que dx,» dx,» ... dx, repre 


sentar incrementos arbitrarios de las variables inde-- 
pendientes; en cambio da no es el incremento de 2), co- 
mo veremos enseguida al estudiar su representación grá 
fica, y en la lección siguiente al calcular analíticas 
mente la expresión de A Ze 


En el caso de una función de dos variables 


af If 
ax + == dy, Ss 
dx dy y 8 


puede obtener una representación gráfica de la diferen 
cial recordando que una función contínua 2 =f(x.y) se 
representa por medio de una superficie. En un punto de 
coordenadas (z.> Jo ) para las cuales sea 2Z = 3 o» la - 


a = f(x,y) su diferencial es dí = 


enuación del plano tangente a dicha superficie, ea 
se estudia en Algebra Linea1) es 

. = o q! - t j 
22 = (xx) £. (x,9y,) + (y = Yo) fy (2 9Y,)- Si 
consideramos que las diferencias x -— E, é y - Yo se 
pueden interpretar como los incrementos que experimen= 
tan las variables inde: :1dientes el pasar del punto. - 
P(x, +70) al Qlxsy), el segundo miembro de la ecua- -— 


ción del plano tangente coincide con la diferencial de 
la función, Luego puede afirmarse que la "diferencial 
de la función z = f(xy) en un punto, representa el - 
incremento de la coordenada z del plano tangente a la 
superficie en dicho punto, cuando las variables reci— 
ben incrementos Ax y Ay". 


En cambio el incremento de la función corresponde 
al incremento de la coordenada z de la superficie, pam 
los incrementos Ax y Ay de las variables indepen- 
dientes. 


Se dice que una función 2 = f(x,y) es diferen— 
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ciable en un punto Ple ) cuando al dar a las varia 


bles incrementos Ax y NFS el incremento corres— 
pondiente de la función se puede escribir así; 


Az=4./x+B. Ay+9.4x+8'. Ay (1) 


Son 
donde A y B son dos constantes y nttonss e a 
y que tienden a cero cuando (Ax, Ay) > 


Si una función es diferenciable en un es 
contínua y admite derivadas parciales, 


En efecto de (1) se obtiene que az —»0 cuando 
(Az, Ay) —(0,0) lo que prueba la continuidad, 


Si suponemos y constante (o sea / y =0) se tie- 
s Az=1a.Azrx+d,. Ax o bien 4 ma4d. 


Al tomar límites cuando Ax —>0 resu. ita 
22 


Dx = A. De manera análoga se compruel:a que 92. = B 


9y 
El recíproco no es cierto, ya qu: Se conocen ejem 
plos de funciones que siendo contímias en un punto yo 
admitiendo derivadas parciales en él, no son, sin en— 
bargo, diferenciables. 


El concepto de función diferenciable se extiende 
sin dificultad al caso de ser n las variables imierer- 
dientes, 


8. Derivada direccional 


Sea una función diferenciable 2 = (y). Si del 
punto P( de pasamos 
al a(,+A x, Y, + Ay) 
y calculamos el corres— 
pondiente incremento de 
la función, cabe definir 
un cociente incremental 


2 siendo 
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ts V(A 3% + (An Si al tender el punto Q al — 


punto P siguiendo la dirección que forma un ángulo Y 

con el sentido positivo del eje de abscisas, el cocien 
te incremental anterior tiene límite, dicho límite se 

llama derivada direccional de la función 2 según la di 
rección q, y se representa por el símbolo dz/dr. 


Para calcular su valor, como Ax = Ar . Cos Py; 
Ay = Ar sen(P,, aplicando la definición de función 
diferenciable se tienes 


Qi Ax Ay a $, Ax + 9.-Ay 


donde $ 0 y 0, —>0 para (Ax, Ay) — (0,0) 
Al dividir Ar resultar 


ii E 
o bien 
de 2% vos q 2l sen ó, cos p + d,- sen f. 


Tomando límites $ Ar — 0 [o por tanto 


(AA y) —1(0,0)) queáa 

2 - E cos Y + <= sen Y) que es el valor de la de- 
EN direccional, Puede también escribirse 

dz Df Yi 


ra DR . 


Para una función de n variables 
z= f(x,» Zap... x,,) la derivada según una direceión 
que forma "ángulos" Par Por +.» Py “on los "ejes 


coordenados", se calcula de manera análoga por la fór- 
mula 


da _ 22 23 Da 
Em “5, cos 4; oz cos Po NN VERA cos Po 
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Nota.— En esta fórmula, ¡el término cos , no es otra 
x. 


A donde 
Ar = Vx, + (Ax, + ... + (4x,* 


Xx, 
. Á 1 L4 
Como estos cocientes 7 Son números menores que le 


cosa que el cociente 


valor absoluto, se pueden asimilar a cosenos de ángu— 
los : 
PES 


9, Derivación de funciones compuestas 


Caso de una variable independiente. Si 
z = flx,y) siendo x= x(t) ,, y = y(t) se dice que 
z es función compuesta'de t, si los 'valores obtenidos: 
para xy yy Cuando t varía en el intervalo t,»t,), 


pertenecen al campo de existencia de la función f. El 
concepto se puede generalizar sin dificultad al caso de 


ser z función de n variables X/) Xoy ... Z,* 


Suponiendo que las funciones Xy yy 2, Sean dife— 
renciables al dar un incremento At a la variable in 
dependiente t se producen incrementos x y Ay <= 
que a su vez ocaeaanan un incremento 2, Siendo 


Az -32. Ax 3 br +3. Ax + 9, » Ay 


donde o y Í, tienden a cero con A+. 


Si se divide por At resulta 


Az _ A Dz 
At ET AL E 


Tomando límites para At —>0 resultas 


dza_0z dx, 92 dy (2) 
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La fórmula anterior expresa la regla de deriva— 
ción para las funciones compuestas, Su generalización 
al caso de ser n las variables intermedias entre z y 
th es inmediata y se obtiene el resultado 


dx dx 


E 1 
tx, * di 92,” dure”? 2, * at 


Caso de varias variables independientes 


Si son varias las variables independientes, los - 
resultados anteriores son válidos ya que al derivar —- 
respecto de una variable permanecen constantes las de- 
más, Lo único que hay que modificar es la notación an- 
terior por otra adecuada. 


Suponiendo por ejemplo el caso z = f(x,y) sien- 
do ahora x= x(u,v) y = y(uyv) , con lo cual x re— 
sulta función compuesta de u y y, se obtiene por apli- 
cación de la fórmula (2). 


E - El A Sz 432 > 24 y análogamente 
92_92 1,22 y 
Cr EL O) 


Es importante el cálculo 10 1: diferencial de 2,- 
que es función de n y y». Según la definición de (dife— 


tencialy má du + E . dv ñ Sustituyendo 


da y dz por sus respectivos valores (3) se ob- 


Ju dv 


tienes 
22 (2 9x 22 ¡(2y 2y S 
da = 57 (5 tn + y av) y Ga a + Sr dv) - 
2z 22 
0 


Este resultado indica que la diferencial de una - 
func: ón de dos variables tiene el mismo aspecto si las 
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variables son independientes que si no lo son, Sin em- 
bargo el significado de dx y dy es muy diferente en — 
uno y otro caso. Si x é y son variables independientes 
dx y dy significan Tos incrementos arbitrarios de xé 
Y y respectivamente, mientras que si x é y no son varia- 
bles independientes, dx y dy significan funciones de u 


y y y su valor no coincide, en general, con el de los — 
respectivos incrementos. 


Los resultados obtenidos son también válidos si —- 
son más de dos las variables independientes Us, Vy e..> 
así como si son más de dos las variables intermedias 


Xy Y3 ... 
10. Derivadas sucesivas 


Para la función 2 = f(x) hemos definido ya la — 
función derivada z! =f! 1(2) en un intervalo fa 1») eSi 
esta función tiene derivada, se llama derivada segunda 
de la función Z+. En general se llama derivada enésima 


y se representa por gn = go (x), a la derivada de la 
derivada de orden n=1.. 


Para las funciones de dos o más variables indepen 
dientes se definen también las derivadas sucesivas» 


Por ejemplo para la función z = f(x +y), si admí- 
te derivadas parciales de primer orden ty ,. 


17 (x,y) que a su vez son derivables se obtienen las - 
siguientes derivadas parciales segundas: £"o(1,y) ,, 

f" xy (sy) > q E (Hsy) > e . En Sinn si se 

pueden derivar las de Hiadla de orden n-1 se obtienen 

las de orden Ne 


De las cuatro derivadas segundas, hay dos iguales 
en casos muy generales, según expresa el siguiente teg 
tema de Schwarz, que sólo enunciaremos $ 


"Si en un entorno del punto (x, 97.) existen las 
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¿..ivadas parciales 1! (x,y) AA Ly (X9 9) 
siendo contínua en (2 130) la derivada f" (x,y) 
puede afirmerse que existe también e (970) siendo 


A = " 
además EU (x,9Y,) = Fu(x, Yo)» 


De este teorema, que se extiende a cualquier núme 
ro de variables, puesto que en la derivación respecto 
de dos de ellas permanecen constantes las demás, se de 
duce que para definir una derivada enésima basta indise 
car el número de veces que se deriva respecto de cada 
variable independierte, sin importar el orden que se —= 
siga. 


11, Diferenciales sucesivas 


I) Para la función z = f(x) hemos definido su di- 
ferencial mediante la fórmula da =f'(x) . dx. Si — 
convenimos en dejar fijo el incremento arbitrario dx,- 
el valor de da depende exclusivamente del valor de x; 
es por tanto una función de Z, que si admite diferen— 
cial se llama diferencial segunda de +. En símboloss 


a = az) = [r(x) . a e . dx = f(x) 
En general dUz =a(a%” 2 [tx) a = 
= ad dx” 


Esto justifica la siguiente notación de la deriva 
da enésima 
(n az 
pe 


2. 1 
ax 





TI) Para la función 2 =f(x,y) se ha visto ya que 
dz = 2 dx + E dy. Si convenimos en dejar fijos los 
incrementos arbitrarios dx y dy de las variables, el = 
valor de dz depende exclusivamente de xÉéy;j es por -—— 
tanty una función de (x,y) cuya diferencial, si existe, 
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se llama diferencial segunda de la función z, que se — 


2 
representa por dz. Su valor se calcula asíy 





alz = dí(dz) =D (x= +35 9) . dx + 
2 (22 22 - 
ty Sí * + 9y 0) + dy = 
2 2 2 
Lc dx dy + ay? 
x dy 


Este resultado puede escribirse simbólicamente =—= 

asís 

2 2 2 

= (¡K— dx + —ad 

d 2 E Dy y) 
entendiéndose que hay que desarrollar el cuadrado del 
paréntesis, y considerar los exponentes de las deriva 
das como índices de derivación, mientras que los expo- 
nentes de las diferenciales son verdaderos exponentes; 
finalmente la expresión simbólica obtenida se aplica" 
a la función Za 


e 


Vamos a aplicar el método de inducción, para com 
probar que esta fórmula simbólica es válida para la di 
ferencial de cualquier orden, 


Definiendo ¿”z como igual a a(a””z) y aámita- 


mos que 


rl z = 2 (da + pa ) n-2 





(ax) .ay + 


Volviendo a diferenciar y agrupando términos semejan— 
tes en el segundo miembro obtenido resultas 





es 1 n-1 la] y 
n 
n 
tb. +02 Z + (dy) 
D y 
que se puede escribir simbólicamente 
n 2 pa] (n 
= VII + al a: y 
dz e áx 37 y) z 


11) En el caso de una función z = f(x,y) donde x 

£ y no son variables independientes sino que, por ejem 
x = x(u,v) 

plo hemos visto ya que la diferencial 

= y(u,v) 


primera de z viene dada por la misma fórmila 
de 2, dx +32 e dy que si las variables x é y 


fuerah independientes, Pero ahora dx y dy no represen— 


tan constantes sino que son funciones de u y Ve Vol- — 
viendo a diferenciar se obtiene: 








20 2 2 
a OA an, dz Dz 2 Da ,2 
dz ¿04 2 7353 dx dy + San + 370 + 
. Dz 2 
+ —d 
9 y. 


y la expresión de las sucesivas diferenciales es cada 
vez más complicada, 


Sin embargo hay un cáso particular muy interesan 
te, en el que las fórmulas de las diferenciadas sucesi 
vas son análogas a las del caso' de variables indepen— 
dientes, es decir vienen dadas como potencias simbóli- 
cas, Se trata del caso en el que las variables x é y 
son funciones lineales. de u y. v, es decir, de la forma 
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o 


y=eu+tf.v+c 
L 





En este caso se tiene: 
anna [és o 


dy = e, dulf.dv 


con lo cual resulta 


$. 
ta 

1 

o 


- OS 2%. z 


y 
1 


í2. Jecobiano». Proviedades. 


Se llama Jacobiano de n funciones de n variBlea 
independientes 


Py (X4>%o> >..<s X,) , Lol(x,Xo, .o.y Xx)» .o.s 
¿ dá 
28 E, (x, oy *..7 x,) y se representa por la nota- 


ción 
D(£,> Por. $1 


J = 7 
9 lx, Eo) ..., x,) 





z AA 
al determinante cuyos elementos de la columa ¿i-esima 
son las derivadas verciales de las n funciones respeo- 
to de la variable i-esima; 























2% 2 0 
3x, dx, ] z, 

Dt. 3 AL 

J = Dx; Dx, e... Dx, 
dE 
dx 0%, Dx, 
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Este determinante funcional tiene algunas impor tan 
tes propiedades que exponemos a continuacion. 


1) "La condición necesaria y suficiente para que en 
tre n funciones de n variables independientes exista 


una relación funcional independiente de estas varia— 
bles es que el jacobiano sea identicamente nulo", 


Aclaremos con un ejemplo el significado de este - 
teorema que no demostraremos. 


S 2 2 
Sean las funciones 2, = X; 4% 3 


382 4x3 1 yy By = x1X)- 2 x¿x3 + 2(x,+xy) - 1 


Su jacobiano vale; 


2 Xq + xo ES 2 Xy 
J = 1 0 1 “I=0 
1) ->%2+2 Xy -2x, +2 


Esto significa que las tres funciones Zq9 Zo, 2, no 


son independientes, sino que existe entre ellas una Tre 

lacion funcional. En este caso dicha relacion es la si 
; 2 

guiente 2) - 2, + Zy = O . El símbolo = se emplea pa- 

ra indicar que tal relación la cunmplen las funciones 

para cualquier valor de sus variables independientes. 


11) Si se tienen las funciones 
u(x,y) x = x(s,t) 
y se hace 


u 


y = v(x,y) y = y(s,t) 
con lo cual resulta uy y funciones de Ssytse weri 
fica 
9 (u,v; A 9 (u,v) ] Dx, y) 
dis, t 2(x,y) D(s,t) 
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En efecto multiplicando los determinantes 























2u 2Du| (29x 2x 
x Dy 9s 24 
“ resulta 
2 Av 2y Ly 
Ix y ds 9 
Du 2x,21, 2y Qu 2:x,2u  2y 
Dx 9s 9y 98 9x 9t Dy ot 
DY Dx, 91, 2y Lv ,0x,94,2y] 
ox” 28 y ds 2x"* 9t ' 2y 2% 
Du Du 
293 92t 
Dv Dv 
Os ot 


Este teorema se generaliza sin dific»l!ad al caso de n 
funciones con n variables' independie::l.s. Observese el 


parecido con la-regla de derivación «le a función de 
. cl E o 
funciOne 


13. Funciones homogéneas.— Teorema dv Euler. 
Una función z= xy, Lo)... x, ) se llama homo 
génea de grado m de homogeneidad cuando se cumple: 
. . o: 
£(txq > txo» ...,' tx,) = tt. f(x,» Xos ...y x,,) (1) 
siendo (xy, Xo» +»»y X,) un punto cu1lquiera perte-. 


ciente al conjunto X, y t un número real positiyo, tal 


que el punto' (tx4> ..., tx, ) pertenezca tambien a X. 


Ejemplo: la función 


z= V +2 ye .- sen E es homogéne:: de grado 1. 
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Haciendo tu 2 resulta: 


to, 
Xx Xx 
m 2 n 
f(x,» Xo> ..., x,) = Xx, (1, a ..., =,) = 
Xx 
m 2 
A, 


es decir que si se divide una función homogénea de gra 
do m por la potencia mésima de una de las variables,- 
la función que resulte depende únicamente de las razo— 
nes entre las restantes variables y aquélla. El reci— 
proco es también cierto, 


Si la función P(xyrEor0..,X,) es diferenciable, 


se pueden derivar los dos miembros de (1) con respecto 
a 4 (el primer miembro es una función compuesta de 4) 
y Tesultas 


Xy f! (Ctxy> tx.» ..., tx ) + xo f! (tx tx 


..y tx J4 
, ss». , 
Xy n Xo 1 2 an 


Li E AE Cs Xp) ».., tx,) = 


1 
= Mm ¿E . f(x4> xo» ..o<y Xp) 


Haciendo t= 1 se obtiene la identidad 


Y, . E or ...p x,) + xo . EL A Zo) e...» Xy) + 


t pa 
ho. +x,. EL Ep Lor... X,,) = 


=m £(x4> Lor ..., X,,) 


que expresa el llamado teorema de Euler:' 


"La suma de los productos de las derivadas parcia 
les de una función homogénea, por las variables corres 
pondientes, es igual a la misma función multiplicada 
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por el grado de homogeneidad", 


.Este teorema es de uso frecuente en "Algebra li— 
neal" al estudiar las conicas y cuadricas. 


O 


£ 2.2 . 
El reciproco tambien es cierto, es decir que toda 
función que verifique la identidad de Euler es homogé- 
nea. o 


El teorema de Euler aémite generalización a deri- 
vadas de orden superior a le. 


Para verlo comprobaremos primero que las deriva— 
das parciales de una función homogénea son también fun 
. . . . > 

ciones homogeneass En efecto, si en la identidad 


e m 
-£(tx4> to)... tx.) = t. £(x4> Xoy ..., x,) 
derivamos ambos miembros respecto de X¿» Se obtiene: 


t, EE tx), ...y tx,) = pe . E Xoy90.3X,) 


f! (txys txos ...3 tx,) = e) E Xoy ...y 2) 

lo que prueba que la derivada parcial (respecto de cual 
quier variable) de una función homogénea de grado m es 
otra función homogénea de grado .m-1l. Por inducción 
puede demostrarse que una derivada de orden h es tam-— 
bién una función homogénea de grado m-h, (con indepen 
dencia del número de veces que se deriva respecto de - 
cada variable). 


La derivada respecto de + de £(txy> los ..., tx,) 
es según vimos; 
Xy E o to) ..., tx,) E Xx E, (Expreso E, 


Esta expresión tiene el mismo asporcto que la dife 
rencial de f sustituyendo dx; por xy» Ax, por X,y etc, 
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Luego recordando la fórmula simbólica que da la dife— 

- rencial h-ésima de una función, tendremos que derivan= 
do h veces la identidad (1) y haciendo t= 1 se. ob 
tiene 





3 29 A 
+x iS: ET 


LD 
A 


. lx,» Xoy00.,X,) = m(m-1). +. (m-h+1) . Lx ro. .9X,) 


Por ejemplo para h= 2 se obtiene: 





Ne IC 2 2, 
a q 
dx, Ix 2% 
2 2 
i 9 2 
di: 9x, Dx, pa + 0 9%, 19%, 


> m . (m-1) » f(xy> Xo> ...y X,,) 
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Tema 6. TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y FORMUIAS DE TAYLOR 
PARA FUNCIONES DE UNA Y VARIAS VARIABLES. 














%. Infinitesimos e infinitos. 





es infinitamen 


Se dice que una función z = f(x) 
te pequeña, cuando x tiende hacia ay, si lim 1(x) = 0. 
x-»a 


Se acostumbra a prescindir de la frase "cuando x 


tiende hacia a" por sobreentenderse, Y se dice simple- 
mente que 2 es un infinitesimo». 
infini tésimos 


Por ejemplo, cuando x —»0, son 
l - cos x, etc. 


las funciones sen x, tg x, L(1 + x), 
"De manera análoga, si lím f(x) = wm se dice 
que f(x) es un infinito. xa 


z ; 1 
Por ejemplo, cuando x —>a, las funciones == 


L(x - a), etc. son infinitos. 


Se dice que un infinitésimo y es de orden ACTO 
rior, igual o inferior a otro infinitésimo 2, segunte 


cociente z tienda respectivamente hacia cero, hacia 


un número distinto de cero Oo hacia infinito. 


Si el cociente E no tiene límite. se dice que 


los infinitésimos Y y 2 no son comparubies. 

El concepto de orden de un infin:tósimo (respecto 
de otro infinitésimo) se puede precisar de manera cuan 
titativa, conviniendo en asignar el orden 1 a un cier- 
to infinitésimo og al que llamaremos pr incipal y defi 
niendo a continuación el orden r del infinitésimo y, 


como el número tal que lím-F=ff/0  encaso de - 
o 


que exista tal límite. 


Suele tomarse como infinitésimo principal cuendo 
x—»a la función x- a, y cuando x — 03 la ¡un— 


1 
ción Tx * 
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No se crea sin embargo, que dado cualquier infini 
tésimo, tiene que existir forzosamente tal valor IL. - 
Existen, en efecto, | infinitos infinitésimos a los. que 
no corresponde ningún valor en esta correspondencia — 
que acabamos de definir y que se llama valoración. 


Por ejemplo, cuando x +0, tomando como infini 
tésimo principal x, resulta que el "valor" de sen x es 
1, el valor de L(1 + x) -es también 1, y el de 
1 - cos x es 2. 


Dos infinitésimos se llaman equivalentes cuando 
su cociente tiene por límite la unidad. Para designar 
esta relación (que es una relación de equivalencia) se 
utiliza el signo “Y. 


Por ejemplo, el incremento y la diferencial de — 
una función 2 = f(x) son infinitésimos equivalentes 
para ((x —»0. 


Las propiedades más importantes de la equivalen 
cia de infinitésimos son las siguientess 


I) Si en la expresión de una función se sustituye un 
factor o divisor infinitésimo, por otro equivalente,el 
límite de la función no varía. 


Pues sustituir y por z equivale a multiplicar la 


2? 2 » 
expresion dada por E o por a segun que y 
sea un factor o un divisor, y como el límite de este 


cociente es 1, el limite de dicha expresión no varía, 


II) Una condición necesaria y suficiente para: que 
dos infinitésimos sean equivalentes, es que su diferen 
cia sea un infinitésimo de orden superior. 


En efecto, la condición es necesaria pues si - 


L— —1 se deduce que Eros 1= O —r0 , luego 
la diferencia y - Z es de orden superior a Ze. 


Recíprocamente la condición es suficiente pues si 


XL 1. 
z 


A -.2 
se verifica que £2=2 0 resulta que 
z 
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_ Sietes el infinitesimo principal, dado un infini 
tesimo y se llama parte principal del mismo al infini- 
tésimo de la forma a .e que sea equivalente a y. - 
Por ejemplo para el infinitesimo y = 1-cos xy su — 

De 2 
parte principal es $. x%. 
Para los infinitos se establecen di:finiciones aná 
logas» Así se dira que dos infinitos Y, Z son del mis- 
mo orden si el cociente + tiene un límite finito y 


. A e . . 
no nulo. En particular, si el limite del cociente es 1, 
los dos infinitos se llaman equivalentes. Se dice tan= 
bién que Y es de orden superior o inferior a Z, según 





A Y z e 2 
que el cociente Z tenga por límite infinito ó cero 


respectivamente. 


Cuando x-—»a se suele tomar como infinito prin 
1 
Xx - a. 
mo infinito principal, 
Dado un infinito Y su parte princiral es un infi- 
nito de la forma a.AP (a y r son cen o) que ade 
más sea equivalente a Y. 


3 cuando Xx—»0 se toma Á= x co 





cipal A 


Con demostraciones análogas a las empleadas pera y 
los infinitesimos puede establecerse: ; 


1) En una expresión donde figure un Factor o divi— 
sor que sea infinito, se puede sustituir por otro equi 
valente, sin que varíe el límite de la expresión. 


II) Una condición necesaria y suficiente para que — 
dos infinitos sean equivalentes, es que su diferencia 
inferi $ a 
sea de orden A PERS AAN A cuz e >O 1 
v, 
2. Teorema de Rolle. 2 2 É- opus, 
Por. sus numerosas aplicaciones es importante el — 
siguiente teorema: 
"Si la función 2 = f(x) es contínua en el inter 
valo cerrado [a,b]. y tiene derivada cn cada punto de 


mm 


= 122-= 


(a,b), siendo además f(a) = f(b), existe al menos un 
punto c € (a,b) tal que f!(c) = 0%, 


En efecto si f(x) es constante, el teorema es 
evidente. Si f(x) no es constante, tiene que adqui— 
rir valores diferentes de fía) = f(b), 


Supongamos, por ejemplo, que toma: valores mayores 
ue _f(a). Por ser contínua en el intervalo cerrado 
les , según el teorema de Wejerstrass, la función al- 
canza un maximo absoluto, en un cierto punto cz es cla 
ro que c no puede ser ni a ni b. Examinando el cocien= 
te 


flc + h)- flo 
h 

derivada en el punto c, encontramos que para todo 1<0 

el cociente incremental es: positivo (por ser 

f(c) > f(c +h)) y para todo h> 0 el cociente incre 


mental es negativo. El límite del cociente incremental 
no puede ser otro que cero, 
a interpre- 


tación geométri 
ca de este teo- 
Tema es bien — 
sencilla: en el 
arco ABde la 
curya Tepresen= 
tativa de la — 
función conti 
nua f(x) existe 
al. menos ún pun 
to C, en el cual 
la recta taengen 
te es paralela a la cuerda AB.” 


3. Teorema del valor medio o de Cauchy» 

"Sean f(x) y Q(x) dos funciones continuas en 
a a,b], que admitan derivada en cada punto de (a,b). Si 
Pla) Y P(b) y las dos derivadas fí(x) y P'(x) - 
no se anulan simultáneamente en ningun punto de a,b) 
se verifica 


cuyo límite para h-—»0 nos da la 
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£(b) - f(a) _ fi(c) 
P(w) =p(a) " prlo) 
En efecto, la función 
P(x) = P(xo) [£(0) - £(2)] - 22) [p(r) - pta) 
_cumple el teorema de Rolle ya que 
F(a) = F(b) = (a) £(b) — £(a) p(b) 


además F(x) es contínua en [a,») y iimite la deri- 
“vada 


m(x) = qu(2) [£(9) - £(0)] - 1) [9(0) - p(a)] 


en cada punto de (a,b). 


donde c € (:,b) 


+ Existe por tanto un punto c, al menos tal que 
F'(c)=0 es decir que 


pr (0) [£(v) - £(a)] = £(0) [p(o) - pte) 
Dividiendo ambos miembros por Q(b)- Q(a) que es 
FO y por Q'(c) que no puede ser nulo, resulta — 
el teorema. 


Del teorema anterior se deduce un corolario de — 
gran importancia, si se toma Q(x) = x 3; la formula de 
“Cauchy adopta la forma siguiente: 


£(b) =- f(a) - £1(0) 


b=- a 
que también se escribe f(b) - fla) = (b - a) £!(0). 


Esta relación se conoce también por el nombre de 
"fórmula de'los incrementos finitos" por expresar el - 
incremento. de la funcion £(x) como producto del in— 

-cremento correspondiente de la variable por la derivá- 
da en un punto intermedio. 


Como £tb) - fla) 

Ñ ba 
. recta AB y £f'(c) es la pendiente de la tangente en el 
tunto C, a la ourva representativa de la función f(x), 
la interpretación geométrica de la fórmula de los incre 


representa la pendiente de la 
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mentos finitos es aná 
- loga a la del teorema 
de Rolle: existe un — 
punto C en el inte- - 
rior del arco AB, don 
de la tangente Sn pa- 
ralela a la cuerda AR, 


Si los extremos — 
del intervalo se de ' 
signan como a y a+ h 
todo punto del inter— 
valo se puede repre— 
sentar por la nota= -— 
ción a+0 h, donde 
9 es un núnero real - 
comprendido entre O y 1, La. fórmulas de los incrementos 
finitos adopta el siguiente aspecto debido a DAgrenges. 


£(a + h) - fla) = h. f!l(a+0 A) ,, 00<1. 


De la fórmula de los incrementos infinitos se de= 
ducen importantes consecuencias; . 





I) Si la derivada de una función es nula en todos — 
los puntos de un intervalo, la función es constante en 
dicho intervalo. 


En efecto, para todo punto x € [a,b] se tiene: 
£(x) - fla) = (x - a) £'(0) agc<x'. Pero sien 
do nula f!(c) resulta f(x) = f(a), 


II) Si dos funciones f(x) y P(x) tienen la mis 
ma derivada en todos los puntos de un intervalo, difie 
ren solamente en una constante. 

En efecto: como la función diferencia 
f(x) - MO tiene derivada nula en todo punto del in 
tervalo [a,b según el teorema anterior, debe ser 


una constante: ex) - Q(x) = constante. 
4. Cálculo de límites indeterminados. 


En lecciones anteriores hemos estudiado que en cier 


E E 


tos casos llamados de indeterminación, el límite del -— 
resultado de una operación hecha con funciones, no pue 
de deducirse conociendo los límites de los datos. 


El teorema de Cauchy, permite deducir la siguien 


te regla de L'Hópital, que se aplica « los límites in- 
determinados de cocientes de funcionce:: 





Caso "si. £lx) y quel se anulan en el punto 
x= a, tienen derivadas finitas f'(x) y q' (x) que no 
se anulan simultáneamente en un od reducido de di 
cho punto, p(x) É Ó en dicho entorno, ;; +1 cociente de , 


las derivadas tiene límite para x-—+pa se verifica; 


e E 5 


En efecto si x es un punto del eu torno a que se = 
refiere la hipótesis, podemos aplicar el teorema de — 
Cauchy y escribir: 


£(x) - fla) _ y coro 


px) - pla) > 10) 
f(a) = P(a) = 0 resulta E 3! 5 > - ó 


xa 


e Xx 
donde e es un punto comprendido entre a y Xx, que por 
tanto tiende hacia a cuando xXx —»as Si se toman lími- 
tes cuando x —»a resulta el teorema, 


son contínuas_en el punto x= a resulta [si se supo 


ne pi(a) Zo] 


Si es Qr(a) = 0 pero f'(a)fH0 el límite — 
buscado es infinito. Si es Qp'(a) = 0 y también 


Na a) = O, se puede aplicar al cociente 
ne: la misma regla de L'Hópital suponiendo que se — 


cumplan las hipótesis pare su validez. 


En particular si las derivadas fix) | $ (x) o 
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La regla de L'Hópital vale también cuando 


pues poniendo x= = se tendrá: 


-X —00 


14m £(x) _ 1 2/4 y aplicando la regla de 
X-$00 q(x) teo p(1/%) 
L'Hópi tal resulta 








a 1) - 260 A == £> 1) A Si ex 
tao PE PR ) A ' 


Caso 2 . La regla anterior es válida también pa- 


ra este caso en que las funciones «+(x) y (x) tion 
límites infinitos cuando x —+»a, es decirs 


"Si existe el límite del cociente de derivadas 


"lim £'(u) . A es también an £(x) . 


2 ql e. plz) 
que no se anulen A f(x) y P(x) en 
un cierto entorno del punto at, ce 


A y, “siempre 


En efecto, si xy es un punto cualquiera de este - 


entorno el cociente dado lo podemos escribir, para — 
aplicar el teorema de Cauohy, asl; 


Lo. 10-10 1-55 
Pq) - ql) * f(x) 
ME TES 
P(x,) 
- £'(c) 1-7 
quo) "Y 
e(x) 


= 


pe q aa 


Tomando x, suficientemente próximo al punto a = 


y ) 
el cociente = 5) llega a diferir de A tan 
Pito 
poco como se quiera. Fijado así el punto Xy Como enton 
; f(x,) 
ces lím —E = 1 resulta que el último - 
xa f(x) 





P(x) 


mierbro difiere de A tan poco como quiera, como se que 
ría demostrar. 


Si las funciones fíx) y P(x) tienen límites 
infinitos para x —»0 subsiste la conclusion, ya que 


basta hacer, como anteriormente, X= E 


Casos 0.0 y 0m- 0 y 
Si línm f(x) = 0 lím P(x) = OS cuando, x —»a 


(o bien cuando x—>»«u) el lím|[tf(x). q (x) y se 
reduce a los casos anteriores escribiendo el producto 


asís 
ld ON o 
Q (x) £(x) 


Si línmr(x)=0w y 14 Q(x)=w cuando 
xa (o bien cuando x—»«) se escribes 


1 1 
f(x) - P() = CIOMEOÍ 
f(x) . p(x) 
con lo cual estará en uno de los casos anteriores, 


Los casos de indeterninación de potencias 


f(x) P(x) se reducen a los anteriores si se escribe; 
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£(0) ACI P(x).1É[£(x)] : 
5. Fórmula de Taylor para funciones de una variable. 


Como aplicación del teorema del valo, meúio vamos 
a obtener la fórmula de Taylor, que resuelve la siguien 
te cuestión: dada una función z= f(x) que posee de 
rivadas sucesivas en el punto x= a, nasta la de or-- 
den n4+1, interesa estudiar la función en un cierto - 
entorno del punto x= a. Para ello se sustituye la — 
función t(x) por un polinomio P(x) que es el tipo 
de función más sencillo, midierdo el orden de esta. — 
aproximación por el valor del infinitésimo f(x) - P(y) 
en la valoración definida cuando se toma x- a como 
infinitésimo principal, a 


Vamos a establecer el siguiente resultados 


1) Se puede hallar de modo único el polinomio P(x) 
de grado ny de modo que su orden de aproximación sea - 
igual a n4 1 cuando la derivada (nt1)-ésima es dis— 
tinta de cero y contínua. 


En efecto llamando x-a=h y P(x) -= f(x) - 
= T(x), si el orden de T(x) debe ser nt1, se veri- 
ficará 


a = E eS O es decir bras -K+ 9h) 


En ton: 
SS 
L 
Da 4 a ele Aa E) 1.0 


donde O(h) representa un infinitésimo. 


Hallando las derivadas 12, 2%, +...» n-ésima, res 
pecto de la variable h se obtiene: 


Tlath)=k. (n4 1) y 2 2 [(a41).0(3) 1 xo *(n)] = 
C=k(ni ap, 0, (2) 


donde 0,(n) —r0 para h-—»0. 
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aa + h)= k(n4 1)n 491 y pa, 07(n) — donde 

a 0,(2) »0 
(at h)=k.nh4+h0 (5) donde On (1)—e0 

Las expresiones obtenidas prueban que 

lím- mí, HH)s0 para m= 1, 2, e.»y N 

h=so 

Pero como  T(a+h)= Pla 4h) - fla + h) si escri- 

bimos 

Pla hn) - is Ta y halla— 

mos las derivadas sucesivas, iscuindo después h —»0 

resultas 


lím pa E Ay mi - (14) de donde se ob 
h-eo 


(nm 
tiene a = £” (a) (m= 1, 2, ..., n) 


y directamente 0..= 47 f(a). 


Luego hemos obtenido el polinomio 


a (n 
£(a) ts de 1. 


y EM dx ay 


que en efecto cumple la condición de que 
T(x) = P(x) — f(x) es infinitésimo de valor" n + 1 
ya que el lim calculado por aplica-—— 


ción reiterada de la regla de L'Hópi tal tiene como va= 
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pm, ( 
n+1 
1 se E . 
or — yo por ser f (a) LO 
La unicidad queda probada porque los coeficien- 
¿(m/ 
tes tienen como valor a, = = al y las deriva- 


. .. . 
das sucesivas de la Función son únicas. 


11) Es importante también obtener una expresión — 
del termino complementario cuendo la variable inde=- 
pendiente adquiere un incremento cualquiera paseando 
de a hasta b. 


Como por definición 


o? CA 
£(b) = £(a) + 2622 (ba) +... + E-tal a (o - aJPem 
el término complementario depende de 2, by n. Si de 
jamos fijos b yny hacemos variar a, se obtiene pa- 
ra T una función de a, (que por su carácter de varia 
ble sustituiremos por x), de modo cue 


EE 
mx) = £(0) - £(x) - EL (o 5) >... - E. 
.(b=x)” 
Vamos a expresar esta función de menera más sen 
cilla y después calcular su valor para x= a, 


Hallando la derivada de T(x) se obtiene, des- 


o p (41 $ S 
pués de simplificar:  T'(x)= - LA - x) 


Como por otra parte T(b) = O vamos a eplicar el —- 
teorema de Cauchy a esta función T(x) y a otra,que 
por sencillez elegiremos de forma que se anule tam-- 
tién para x= b. Si se toma, por ejemplo, la función 


q) = (0-4 se tiene pix) = -(m+1)(b-1)” 


-= 1 - 


y el teorema je ia nos permite escribir 


5 > —- Tíx Seba 
=p a onde e es un número comprendido 
Xo 


o b y E caso se tiene 


(n+1 
—T(x al de) (o - 0)” 


(has Ja Ñ (n + 1)M(b-= 0)” 





y simplificando 


pa ga 


resulta T(x) = — T $ fp (b - » Esta expre- - 


sión se llama forma de Lagrange, del termino complemen 
tari0s 


En resumen: Sí la función f(x) y sus n primeras 
derivadas son gontínuas en el intervalo cerrado la,0] 
y existe la f n+1 en todo punto inite-ior de dicho ín 


tervalo se verifica 


f(b) = f(a) PELO O 


donde ec es un punto comprendido entre a y ba 


La igualdad obtenida se llama fórmula de Taylor.» 
Si hacemos b= a+ hs, la fórmila de Taylor adquíe 


re el siguiente aspecto: 


(n 
£(a) 1 E o 


fla + hn) 


(141 
4 f la + oh) pa+! 


(n + 1)! 
donde 0x<X0<1, 
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En particular si a = O y ponemos a+h= x re 


, (n 
sulta f(x) = £(0) ¿20 , hs ¿2292 2 ñ 


+ 
+ 0041 


que se llama fórmula de Mec-Lourin. 


Si para deducir el valor del término complementa 
rio se elige la función Q(x) = hb - x, se obtiene 


An) A 
Ta) = =i boo”. (b - a) que se llama — 
Forma de Cauchy del sérmino somplementerioy, que tam= - 
bién tiene utilided. Para la fórmula de Mac-Laurin, el 
termino complementario de Cauchy vele 


+41 
Tx) = £” (02) A 


n! 


6.,- Fórmula de Taylor pora una función de dos o más ve 
riables incejendienteso 
Pare ue ¿unción de dos verjaubles 2 = f(x)y) el 
problema que tesuerve l:. formuls. ue Taylor, ur unál ogo 
al de las fin-ioncs Je una veriabler calculer el valor 
que adquiere la (unción en el punto (a+h,bik) partien 
do del valor en el punto (a,b). 


0 
r 
O. 


Para ello se acude al «rtiicio de trasladarse - 
del punto Pla,b) ai punto Qla +h, b14k) siguien 
do la recta PQ, cuyas ecuaciones puramétricas son: 

X= al th 
| (1) Sustituyendo estos valores en la 
y=-=b3%+tx 


función dada, se obtiene una función de una sola vari2 
ble ta la que llamaremos F(t): 
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f(xsy) = f(a+ th, b+ tk) = F(4) (2) 
cuyo valor para t= 1 es el que se busca. 


Apliquemos a la función F(t) la fórmula de Mao. 
Laurin de las funciones de una variable. 


F(+) = F(0) 4 249 (1 EN 2 Pd 


(n (n41 

FM (O n, E 8t) n+1 
Co 6) 
habiendo escrito el: termino complementario en la forma 


de Lagrange 


: Veamos como se pueden calcular las derivadas suce 
sivas de F(t). Como según (1) x é y son funciones liz 
neales de ta la diferencial n-ésima de F(t) viene da 
da por la expresión 


mp. [22, ar la l 
d F= Dx . dt + dy «k.,adt = 
-[3£ 2£ h + + 5 x".. (a4)” luego 


(m ap or, 9,7 
F t) = ds X= h1k 
ria ena ] (4) 


Para hallar el valor de esta derivada para t=0 


basta calcular 2£ y 9 en el punto (a,b). lue 
9x Oy Ml 


go sustituyendo en (3) los valores de estas derivadas 
sucesivas resultas 


F(t) = £(a,b) | 21, ,2£ + a + 


Dx y 
2 
¿5 [32 ¿De Je Cond 
ds Y 1 (0) 


2for,,22,J0 da o E 
: | 201533) * TE pan 
21 qa (5) 
9Y Latotn,brot) 


Por último dando a t el valor 1 en esta fórmula - 
obtenida queda la fórmula de Taylor buscada: 


sar 921) 2070) + [29 951) cl 
ay 


41 
1 [2 21 JP 
+ F=h+ xk (6) 
(541)t [Dx 9Y J(ar0n,b10h) 
Si el punto (a,b) es el origen (0,0) y pone-- 


mos h=x >, k= y se obtiene la fórmula de Mac—Lau- 
rin de las funciones de dos variables: 


f(x,y) = £(0,0) ++ [32 x 1 9f ,] ¿ 


1 [2x2 *](0,0) 
[or ,22 Jo ad 
E (+33, 
1[9r,,092 J% 
| qx? e 


Eo RO 


+ > 1 +<l 


El tipo de razonamiento empleado se extiende sin 
dificultad al caso de n variables independientes. 


Por ejemplo para una función de tres variables 
u= f(x,y,2) la fórmula de Taylor es como siguez 


fla + h, b+ k, c4 1) = f(asb,c) + 


+ +| 2: h+ $ £ +21 - + 

+4 [ 22 h qee od 
fra 

O EA EN a (8) 


La formula de Mac-Laurin se obtiene cuando el pun 
to (a,byc) es el origen (0,0,0) siendo costumbre, ade 
más sustituir h por X> k por “ys “y 1 por 2, 


7. La "fórmula de los incrementos finitos para funcio— 


nes de varias variables, 


Sea la función z = f(x,y). Cuando se da a las va 
Tiables independientes incrementos h y ka partir de — 
los valores (a,b) el incremento /z "de la función 


se puede calcular así: 
Az = fla + nh, dex]- £(2,b) = [f(at+h,b4 kx) - 
- fla,b + x)] + [£(a,b + k) - £(a,»)] 
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y aplicando la fórmula de los incrementos finitos de — 
las funciones de una variable a cada uno de los corche 
tes resultar 


Az =h. fila + 00,p 4 xk) 4x fila, b + 0,k) (9) 


siendo 0<0 <1 y 0£09,<1 fórmula llama 
da de los incrementos finitos de las funciones de dos 
variables que expresa el incremento de la función como 
suma de los productos de cada uno de los incrementos - 
de las variables por las respectivas derivadas parcia-. 
les calculadas en puntos situados sobre los lados del 
rectángulo de incrementos, 


Si calculamos el incremento de la función median- 
te la fórmula de Taylor, escribiendo e término comple 
mentario relativo a las derivadas de 1£E orden se obtie 
ne según (6) a 


fla + h, b+k)= f(a,b) + 
++ qn 421 3 x] 

(aJ0h,b40k) 
Az=h. fi(a + Ob,b + Ok) + k fla + 0h,b + 0xk) (10) 
0<0 41. j 


Si se compara este resultado con (9) se comprueba 
su gran parecido; la única diferencia estriba en que el 
(10) las derivadas parciales aparecen calculadas en un 
mismo punto perteneciente a la diagonal del rectándulo 
de incrementos. 


o sea 


Za 
Para una función 2 = fÍx,, x e..y X la for- 
1 2? 2 n 
la de incrementos finitos dice asíg 


Az = ta, + h,920 4 hos e... A + h,) - Pla, 1291900929) 


E Sp qn .. $) + 
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+ hb, E Ez» hos ..., $) A 


E (11) 


mientras que si el Az se calcula mediante la fórmula 
de Taylor, se obtiene una fórmula analoga, pero todas 
las derivadas aparecen calculadas en un mismo punto de 


coordenadas (a, + Oh,,2)7 + Oh, ..., a, + 0h, ) 


-138- 


- 139 - 


Tema 7. ESTUDIO DE LA VARIACIÓN DE UNA FUNCION, MAXIMOS 
Y MINIMOS. HESSIANO. 


4. Variación de una función en un punto. 


A 2? E 
Se dice que una función z= f(x) es creciente = 
en un punto Xo> cuando en un cierto entorno de este — 


punto se verifica que “£(x,) es mayor o igual que los 
valores de z en.los puntos de la izquierda de Xq» Y me 
nor o igual que los valores que adquiere 2 a la dere— 
cha de x¿+ En símbolos: e E 
f(x, - h) $ £(x) € f(x, + h) donde h es suficiente 
mente pequeño. 

Si se verifica que, para h suficientemente peque 
ño f(x, - h) »>t(x) > t(x, + h) la función se llama 


decreciente en el punto xo 


Cuando en las definiciones anteriores se prescin= 
de del signo = se dice que el crecimiento o el decreci 
miento es estricto. 


Para las funciones derivables se dispone del si 
guiente teorema: 


Una función 2= f(x) cuya derivada no se anula 
en el punto XxX, es creciente o decreciente en dicho 


Punto (en sentido estricto), según que su derivada en 
X¿) sea positiva o negativa. 
Si suponemos por ejemplo que ez) > 0, ocurri- 


Ta que en un cierto entorno de Xx, el cociente incremen 


£(x) = 2(x,) 
tal A tendra el mismo signo que su lí 
r-=x, 


mite, es decir positivo, lo cual implica 
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1(x,) > f(x) para xx, 
t(x,) < f(x) para X>X, 


De modo análogo se comprueba el decrecimiento en 
un punto cuando le derivada es negativa en él, 


Si la derivada es nula en xo nada puede afirmar= 

SO. 
e 2 .” 

Los reciprocos no son ciertos ya que una función 
creciente en Xo puede tener derivada positiva o nula -= 
en x y 0 incluso no tener derivada, y una funcion de— 
creciente en xo puede tener derivada negativa o nula o 
no tenerla. 


El crecimiento o decrecimiento de una función en 
un intervalo, ya fue definido al hablar de las funcio 
nes contínuase Un criterio analítico para reconocer —— 
tal circunstancia es el siguientes 


Si en todo punto x de un intervalo (a,b) se tiene 
f'(x)» 0 la función 2z= f(x) es estrictamente — 
creciente en dicho intervalos 


En efecto si Xy L Xx, son dos puntos cualesquie 


ra del intervalo la fórmula de los incrementos finitos 
nos dices 


£(x,) - £(x,) = (xo - x,) P'(c) (donde x, < 04 Lo)» 
luego el primer miembro es positivo. 


Con análoga demostración se comprueba que si 
f'(x)£ 0 en todo punto de (a,b) la función es es- 
trictamente decreciente en dicho intervalo, 

2. Máximos y minimos para funciones de una variable. 

Se dice que una función z= f(x) tiene en un — 
punto Xx, un maximo relativos, si el valor f(x.) es ma 


yor que los valores de la función en los restantes Pun 


= 1412 


tos de un cierto entorno de x_+ En símbolos 
f(x.) > £(x), pará todo x pertonrciente e un cierto en 
torno (x, - S, x, +0). 

Si AE) 4 f(x) , pura todo x tal que 


E <x<x, + Ó se dice que ls función alcanza 
e . Ñ .s. . 
en xy un mínimo relstivo. Los máximos y mínimos regi. 


ben el nombre de extremos. 


Si la función f(x) tiene un“máximo o un mínimo 
relativo en el punto x, y existe la derivada 1x0), 


neceseriamente esta derivada es nula, 
En efecto, «si pu) tuera rositive o negativa 


.? e s A 
la función f(x) sería creciente o decreciente en el 


punto x¿, contra la hipótesis. 


El recíproco no es cierto, es decir, no basta que 
la derivad¿ sea nula parz asegurar la existencia de un 
extremo, como lo prueba el caso de la función 2 = x3, 
cuya derivada en el punto x=0 es nule y sin embar- 
go la función es creciente en dicho punto. 


Por tanto, los puntos en los cunles le función - 
f(x) tiene un extremo se encuentran necesariamente en- 
tre los que anulan e la derivada £f'(x), o tambien en- 
tre aquellos purios done nc existe derivada. Para de- 
terminer si en un punto Xx, hay máximo o aÍnimo se dis- 


pone de los siguientes métodos. 


12) Aplicar la definición de extremo, comparando el 
valor f(x, + h) con el valor f(x,). 


22) Si la derivada existe en un entorno de x,_ y- 
ocurre que a le izquierda de x, f'(x) es negativa — 


mientras que a la derecha de x, *s positiva, existe 
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mínimo relativo puesto que la función pasa de ser de-- 
creciente a ser creciente. 


Existe máximo relativo si la derivada f'(x) pa- 
sa de ser positiva a ser negativa cuando x pasa de la 
izquierda a la derecha de x¿* 


No existe extremo en xo si la derivada no cambia 


de signo en un entorno de Xy. 


32) Si la función admite derivadas sucesivas que — 
e 
sean continuas en el punto Xo» y tales que 


] a Ml _ pk n=! a ; (n 
f (x,) = f (x,) S e... = É 0x6] = 0 siendo f (x,) 
la primera derivada no nula en Xy) Podemos aplicar la 
fórmula de Taylor y escribir 
ER 3 0h) 


n! 





P(x, + h) - 1(x,) = pP 

Si se se toma f/hH] suficientemente pequeño 
SA 4 0h) tiene el mismo signo que de Sin 
es para el segundo miembro tiene signo constante que 
es el signo de da Por tanto hay máximo si 


f o) < 0, mientras que hay mínimo cuando 
27.) >0. 


Si nes impar el segundo miembro no mantiene sig- 
no constante al variar h y por tanto no hay extremo. 


YI F . 2 a . 
3. Maximos y minimos para funciones de varias variables 


Empezaremos por las funciones de dos variables in 
dependientes, Se dice que una función 2 = f(x,y) tie 
ne en el punto (a,b) un máximo relativo, si su valor 
f(a,b) en dicho punto es mayor aque los valores de la 
función en los restantes puntos de un cierto entorno - 
de (a,b). 
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Análogamente se dice que la función z= f(x,y) 
tiene un mínimo relativo en (a,b) cuando su valor en 
dicho punto es menor que los valores de la función en 
los restantes puntos de un cierto entorno de (a,b). 

Las condiciones necesarias para. la existencia de 
máximo o minimo relativos de una función 2 = f(x,y) 
en un punto (a,b) son que en dicho punto se anulen - 
las derivadas parciales £.(x,y) y £,(x,3) . En — 
efecto, fijado y = b, la función f(x,b) de la única 
voriable y tiene pará x= a un máximo o mínimo rela- 
tivos, lucgsa debe ser fi(a,b) = O. Análogamente se = 


demuestra la segunda condicion.” 


Pcr lo tanto la marcha a seguir para hallar los - 
máximos y mínimos reletivos de una función, aio - 
en primer lugar en resolver el sistema. 


ft(x,y) = 0 


(1) 


0 


qe: 17) 


A continuación se debe hacer una discusión, en ca 
da punto (a,b) solución del sistema, para ver si hay 
o no, máximo o mínimo en dicho punto. La discusión se 
basa en las siguientes consideraciones. 


Sea un punto . (a,b) donde se anulen las deriva— 
das parciales primeras. Escribiendo la fórmula de Tay- 
lor para dicho punto se obtiene: 


fla + h, b+4k)-= £(a,b) +4 [Ln + le 
E , 

Ab Df he 2% 2 
sn [255 S Prot, 


donde T representa el término complementario. Los tér-= 
minos que contienen las derivadas primeras se anulan,y 


e 


$ ó las de- 
si representamos por A, B, C, 105 valores de 


rivadas segundas en el punto (a,b) resultas 
fla+h,.b+k)- f(a,b) = 
¿ladra neo. Ja o (2) 


Haciendo h y k suficientemente pequeños para que 
el conjunto de términos de 22 grado en h y k predomine 
sobre el valor del término complementario se observa - 
que el signo de la diferencia fía + h,b + k) - £(a,b) 
lo da el signo de la diferencia 


2... 2 s 
AbD+Bhk4C.Xk . Analicemos, pues, este trino— 
mio para ver cuando tiene signo constante positivo (al 
variar h y k) en cuyo caso habrá mínimo, o signo cons= 
tanté negativo en cuyo caso habrá máximo. 
Si A / O , se tiene, multiplicando y dividiendo 
por A 


[2 0rcramnra?. d+ (ac - 2?) 12). 


jp larino a (A € - BS) 2] (2) 
Hay que ee los siguientes casos; 


a) Si AC= pÍ > 0 . el corchete es siempre positi 
vo, luego el signo del 22 miembro de (2 2) depende de A. 


A>0 hay mínimo. 
Si_A<0O hay máximo. 
b) Si. ACB < O el corchete es positivo unas - 
veces (por ejemplo en los puntos para los que k = 0) 


y es negativo otras (por ejemplo en los puntos que ha- 
cen Ah4Bk=0), luego no mantiene signo constante 


- . . $e . 
por lo cual no hay ni máximo ni mínimo. 


c) Si AC- p? = 0 el corchete es positivo salvo 
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en los puntos que hacen AhY+Bk=0 en los que va- 
le cero. Por lo tanto en estas circunstancias entra en 
juego el valor del término complementario T y nada pue 
de afirmarse, en general, acerca de la existencia de - 
máximo o mínimo» 


Todo el razonamiento anterior se ha hecho en la - 
hipótesis de ser A¿fO0, 


Si A=0, pero C%XO se puede repetir el mismo 
estudio anterior, llegándose a conclusiones análogas, 


Si A=C=0.directamente se observa que no hay 
ni máximo ni mínimo, ya que:el trinomio queda reducido 
a 2Bhk que no mantiene signo constante al variar 
h y k, 


Si las tres derivadas segundas A, B, C, son nulas 
en el punto (a,b) nada se puede asegurar en general, 


En los casos dudosos citados se suele proceder a 
comparar directamente el valor de la función en el pun 
to (a,b) con sus valores en los puntos de un cierto en 
torno de (a,b). 


La expresión 





92 2% 

2 2 9x dy 

D*: 29% 
DxIy Dy" 


(a,b) 


Este determinante se llama hessiano de la función 
z respecto de x é yo. Lo que aquí aparece es, pues, el 
valor del hessiano en el punto (a,b). 


bsérvese que le teoría de las formas cuadráticas 
ema 9 de Algebra Lineal) nos habría llevado a - 
smas conclusiones que el estudio directo que he- 
2ho» En efectos: 


. . - . . 
wa la existencia de máximo o mínimo hemos busca 
condiciones en que el trinomio 


2 : : 

2 Bhk4 C k mantiene signo constante, es = 

es una ,orma definida. 
A B 

condiciones ADO >0 (mínimo) son 
BC 

corresponden a una forma definida positiva. 
A B 

s condiciones AXO >0 (máximo) son 
BC 


corresponden a una forma definida nesativa. 


wnuta.s- En algunos: casos el problema que se plan— 
tea es el de hallar el máximo o el mínimo absoluto de 
una funcion en un cierto dominio. 


Si el máximo absoluto lo alcanza la función en un 
punto interior lo habremos encontrado sí buscamos todos 
los máximos relativos y los comparamos entre sÍ para - 
averiguar cuál es el mayor. 


Pero si el máximo absoluto lo alcanza la función 
en un punto del contorno ya no es máximo relativo. Ha- 
brá pues que estudiar los valores de la función sobre 
el contorno y compararlos con los valores de los máxi— 
mos relativos para decidir cuál es el máximo absoluto. 


Analogas consideraciones pueden hacerse para el - 
estudio del mínimo absoluto. 


+ e . 2 . 
Máximos y minimos para las funciones de n variables. 





Sea una función z = tz,» hor ..., x,,)» Las defi 
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niciones de máximo y mínimo relativos son las mismas - 
que para una o dos variables. Razonando como en el Ca- 
so anterior se encuentra que es condicion necesaria pa 
ra que la función alcance en un punto (a Aqr Mos »..s 
a,) un valor máximo o mínimo relativo, que se anulen 
las derivadas parciales primeras en dicho punto. Es de 
cir que en dicho punto se verifique el sistema 


E, ra ...y X,)=0 


E ¿Xoy +... Xp) =0 


E os ...s x,) = 0 


La discusión de la naturaleza del punto 
(a,> Ars ... a.) se hace por medio de la fórmula de 
Taylor, como antes, resultando que 


fla, + hy, ao + hos +...) a, + b,) - f(a,, Y, a.) = 


A» y 21 pr 2 Je +7 
: (a, 1295. ..38,) 


Para valores suficientemente pequeños de 





h,> ho» ..., E, el signo de la diferencia que aparece 
en el primer miembro, lo da el signo 
2 
a Bot E] 
1 2 n (as) re) ...y a ) 


que es una forma cuadrática de n variables hy,h),+..sh, 


Si esta forma cuadrática es definida posi tiva, ha 
brá mínimo. Si es definida negativa habrá máximo. 
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Las coudiciones pera que ocurra una u otra cir 
cunstencia se exponen en el tema 9 de Algebra Lineal. 
Para el caso concreto de que sorr tres las variables - 
independientes, dichas condiciones dependen de los sig 
nos que tengan los números: 











a%% O O 
dx: 91,9: 3,9%, 
A - O Ce IN 
SO Dx  9i3x) 
3% 2% 29% 
9; 9x, Dx, Dx 
(a, 27,83) 
9% 9% 
Dx 9x, Ox 
EH, = 04 
4 
2% 9% 
0 a 
P (a, 207133) 
2 
Dz 
4 - (23) 
Dx 


Las conclusiones son; 


a 4 >0 4,>0 A>O hay mínimo relativo 
1 


H<O H,>0 A<0O hay máximo relativos. 


a e cr 
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Tema 8, AJUSTE DE FUNCIONES. 


1. El problema del ajuste. 

En muchas ocasiones, del estudio teórico de un — 
fenómeno se puede obtener la fórmula matemática que li 
ga las magnitudes consideradas. Pero en otras ocasio— 
nes un fenómeno solo puede estudiarse de manera experi 
mental; es decir, solo se dispone de un conjunto de pa 
res de valores (x; > Ys ) obtenidos experimentalmente,- 


En este caso se siente la necesidad de obtener un fór- 
mula práctica, que permita representar el fenómeno de 
una manera sencilla, y que sirva para posteriores apli 
caciones.— Por ello se plantea el problema de hallar - 
una función y = f(x) de tipo sencillo, por ejemplo - 
potencial, exponencial, polinómica, etc. que se llama 
ley empírica del fenómeno. .Muchas de las fórmilas usa= 
das en Física, Química y en las diferentes ramas de la 
Técnica son empíricas, y han sido deducidas por el ca- 
mino de la observación. 


El problema del ajuste tiéne analogías con el pro 
blema de la interpelación, del que nos ocuparemos en = 
el tema 14.- A11lÍ será el momento de señalar estas ana 
logías así como las diferencias entre ambas cuestiones 


En el problema del ajuste se distinguen dos par— 
tes: 


a) Elección del tipo de función de ajuste. 


b) Determinación de los parámetros que intervienen 
en la función elegida, 


El tipo de curva de ajuste más.simple es la línea 
recta, además de ser el más interesante, porque mediante 
ciertas transformaciones puede reducirse el problema - 
del ajuste en la mayoría de los casos corrientes, al - 
de determinación de una línea recta, 


2. Métodos de ajuste. 


Precisemos un poco más el problema del ajuste. 
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Sean (x; > y,? los pares de valores obtenidos expe 
rimentalmente.- Sea y = f(x, Ay» Ass ...»k) la fór— 


mula que representa la relación buscada ' que 
existe entre x Éé yo. Los números 49 pr toe..s 


son constantes que hay que determinar (parámetros), 


Por ejemplo si la función de ajuste es una función li- 
neal y =ax+b los parámetros a determinar son ay 
b, 


En general se dispcne de un nímero de pares de va 
lores (x, » Ya ) superior al de parámetros a determinar, 


y el elena que se plantea es el de asignar a dichos 
parámetros los valores más adecuados.» 


Naturalmente, hay que definir lo que se entiende 
por "valores más adecuados".— Para ello se parte de la 
idea de supcner conocidos los valores de los parámetros 
y se definen las llamadas desviaciones de las observa= 
ciones dí = y, - f(x,> Mr dos +0. A)» o sea las - 
diferencias entre los valores observados y los valores 
teóricos que suministran la fórmula, Se establecen des 
pues, los criterios para' manejar dichas desviaciones,y 
fijar las condiciones que se deben cumplir para que - 
los parámetros sean los más adecuados. 


Vamos a exponer dos métodos muy frecuentes, lla- 
mados método de los momentos y método de los mínimos 
cuadrados. 


Método de los momentos. 


Dado un conjunto de n pares de valores observados 
(x., y;) (i= 1,2, ».. n) se define el momento de or— 





den r respecto al eje de ordenadas, por la expresión - 


1 a Tr 
A. a 2, A e Yz* 


Si queremos ajustar una curva y = f(x x,A, , Ao, A 
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en que intervienen k parámetros, el método consiste en 
igualar los k momentos m , M,7 May »o., My del con— 
Z£ 3 $ 


LAO ee a patos 7 Yi) obtenidos por observación,- 


a los k momentos del conjunto de n puntos (x, > y) don 
E 
de Y; = f(x,» Ass Mos ..., A.) son las ordenadas de - 


los puntos de la curva buscada cuyas respectivas absci 
sas son los valores Xx,» 


Se obtienen así k ecuaciones para calcular los k 
parámetros + 


Ejemplo.— Ajustar por el método de los momentos una -— 
recta al conjunto de datos+ 

x o 1 2 3 4 5 

y /166%7. 727 8293-9211 9310 10016 


Sea la recta y = ax 2¿b, 


Los momentos m, y Mm celculados con los datos son; 


1 
1 07! 1 138816 
O L m =72x, y, = 6 


Calculando dichos momentos con los valores de las orde 
nadas de la recta resulta 


Ey, - 2 (ox, 3 hb) ¿[2 Ex, +6 »)] 
2 
TExy, = + Zlaxí + bx,) = 3 fa 2x; +b Zx,| 
PA +6b= 507'4 


Luego debe ser 


2 
a 2 + b 2x = 1388'6 


x = 15 
donde 5 
a = 59 
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Resolviendo el sistema se obtiene a = 6'86 
- 674 
la recta buscada ess y = 6'86 x + 67'4 


Método de los mínimos cuadrados = 
Consiste este método en hacer que la suma > da 

i=1 

de los cuadrados de las desviaciones, sea mínima, Como 

esta suma depende de los k parámetros A , Ao; «A, 


las condiciones necesarias para la existencia de mínim 
son que las derivadas perciales de dicha suma respecto 
“de los k parámetros sean nulas. Se obtiene así un sis- 
tema de ] k ecuaciones con E incognitas, cuya solución - 
proporciona los valores más adecuados de los parámetros 
según este criterio. 


Vamos primero la aplicación del método al caso -del 
ajuste de una línea recta, y=ax+b 


Sea la función de ajuste. Las desviaciones son 
= y “ax - b , luego debe ser mínima la suma 


z% = Aly, - aX, - Da Las condiciones necesarias 


i 
para la, da de límites son: 
27. í á 
3 24, =0 Ely, 2 x,-b)x,=0 
Ó sea 
2 
31 2% > [2 ly, -.a x, -b)=0 


Este sistema se puede escribir 
2 
TX yy Lx bx =0 
2-72 2Zx, -nb=0 


donde n es el número de observaciones. Resuelto el sis 
tema obtenemos los valores de a y b 


Si se trata de ajustar una parábola 


= 153 = 


y = ies hay que hacer mínima la expresión 

za? = Ely; - axí - bx; - Es Hallando las deriva—— 
das parciales con respecto a los parámetros ay, by £ - 
se obtiene el sistemas 


2 2 
2 (y, - ax - bx, -0)x, =0 
Ely, - axí — bx, - 0) x.=0 O bien 
Sly, Roxy 0)  =0 
Yi i 1 
2 2 
a Ex ox tro 2x =Exi y, 


3 2 E 
o: 
a Ex +b Ex, +no-2Zy, 


Resuelto el sistema se obtienen los valores de a 
Ly2- 

Dada la sencillez del problema de ajuste de una = 
función lineal, se han buscado artificios que reducen 
el problema de ajuste de ciertas funciones e otro pro-- 
blema de tipollineal, Los casos más corrientes se expo 
nen a continuación. 


12) Se trata de ajustar una función del tipo 


y = de en Si se toman logaritmos (neperianos por sen= 


cillez de la exposición) se obtiene ly = ax + Ib 3 si 
se hace Ly = Y se obtiene una función lineal 

Y = ax + hb. (donde hemos hecho h = Lb). Esto indica -— 
que si se consideran como ordenadas los valores 

Y, Ly, ) el problema en estudio se transforma en ot 
lineal. ? Una vez resuelto este problema, se calcula b 
por ser b= e 


- 154 = 


Realmente la idea exvuesta sirve también para cer 
ciorarse de si un fenómeno que se está estudiando tiene 
caracter exponencial, Para ello se representa eráficamen 
te los pares (x,, y,) obtenidos, utilizando una escala 
natural en el ejé de abscisas y otra logarítmica en el -— 
eje de ordenadas (lo úme se hace en la práctica utili 
zando el llamado papel semilogaritmico que existe en el 
comercio). Si al hacer esta representación se obtienen 
puntos sensiblemente alinerdos, se procede a ajustar — 
una función del tipo exponencial dicho al principios. 


20) Se trata de ajustar una función del tipo 
y = ax. Tomando logaritmos decimales se obtiene 
log y = b.1log x +.10g a. Esto indica que si se conside- 
ran como ordenadas los valores A = log Yi » Y como = 


abscisas los valores A = log Xx se Obtiene una línea 
recta Y = b.X + log a como función de ajuste. 


Gráficamente significa esto que sí rerresentamos -— 


los datos en el llamado papel logaritmico, se obtienen 
puntos que sensiblemente están en línea recta, 


32) Para una curva de ajuste del tipo y =a +2 





tomando como abscisos los valores A, = L, se obtiene 
una linea recta y=bX+%+a só 
x 
2 11 1) 3 = 
42) Si la curva de ajuste es del tipo En re 
basta tomar como ordenadas los valores => para ob 
i 


tener una recta de ecuación Y =bx+ta, 


Existen otros muchos tipos de funciones de ajuste, 
que mediante transformaciones más o menos ingeniosas, -— 
permiten obtener funciones lineales de ajuste. 


En casos donde esto no sea posible, siempre se dis 
pone del método general expuesto al principio. 
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Tema 9.- FUNCIONES IMPLICITAS, 


1.Funciones implícitas de una variable. 


Dada una función de dos variables f(x,y) conside- 
remos la ecuación f(x,y) = O. En ciertos casos puede 
despejarse y en función de x,es decir, puede deducirse 
y como función explícita de x, pero en otros muchos ca 
sos no es posible esta tranformación. Sin embargo es p 
sible afirmar la existencia de una función y:de la va= 
riable x, en ciertas condiciones que después précisare 
mos, mediante el siguiente procesos dado un valor 
Xx = X¿) Se le puede hacer corresponder la solución lo 


soluciones) de la ecuación t(x,,7) = 0 cuya incógnita 
es y. Una función definida de esta manera se llama in 
plícitas. 

No se crea sin embargo que toda ecuación de la - 


forma f(x,y) = O permite definir una función implícita, 
Basta fijarse por ejemplo en la ecuación 


O ó en la tito <0 que no 
definen funciones implícitas, ] 


En general, cúando existe tal función implícita m 
es uniforme, ya que para cada valor zo , la ecuación 


citada antes tiene más de una solución. Se dice por -— 
ello que cada uno de los valores de y obtenidos perte- 
necen a una rama de la función. Pero si suponemos que 

y es uno de tales valores, podemos tratar de encontrar 
para cada valor de x próximo a Xos el valor de y que — 


sea próximo a J,¿* Si esto es posible se podrá definir 
localmente, es decir en un entorno de (x.,3.)» una fn 
ción implícita uniforme, 


El correspondiente teorema de existencia, que no 
demostramos se enuncia así: 


Si £f(x,y) es una función uniforme y contimua en = 
un conjunto abierto del plano, y tal que Hz, da) = 0, 
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diferenciable en el punto (xo > yo) y con derivada par- 


cial respecto de y continua en dicho punto, y distinta 
de cero en él, se verifica: 


Existe un entorno É de xo» tal que en él está de- 


finida le función uniforme y contínua y Q(), que 
es difererciable en x, y tal que para 200 ES € se 


cumple f (=, xd (x)] - 0 


Tal función es también derivable en (=.:y ), y su 
derivada se calcula asig o 


El primer miembro de la ecuación f Ex, y] = O se 
puede considerar como función compuesta de la variable 
x (ya que y es función de x), que es nula en todo un - 
entorno É de x,* Su derivada será por tanto nula, y - 


se calculará por la regla de derivación de las funcio- 
nes compuestas; 


121 %_o 
d+ dy "dx 


or 
como — O en el punto 
y 37 É p 





(x,,y,) se tiene G =- sz (1) donáe las deriva- 


Dy 
das parciales están calculadas en el punto (xo. Jo)» 


2, Función implícita de varias variables. 


Si ahora consideramos una ecuación f(x,y,z) = 0, 
se puede, para cada pareja de valores (zx, Me Ji pensar 


en la ecuación f(x ELY 92) = O cuya ro bata es 2. Si 
z, es una solución se puede construir una función de - 


dos variables independientes haciendo corresponder al 
punto (2,93,) el valor 20 Tal función no es uniforme 


pero pera cada punto de un cierto entorno € de (x,:Y0) 


cabe buscar la solución 2 que sea próxima al número 2.» 


o 
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definiéndose así, de manera local, una función unifor- 
me Z, de des variables x é y. 


B:. corresnondiente teorem: de existencia dices 


"Si la función uniforme 1(x,,,+) es contínui en 


an abierto de R, y tal que Pas 5) 2.) = 0, “diferen 
ciatbtlo en dicho punto y con desrivede puecial respecto 


de 2, contínue y distinta do ceco en (yu 9%) se ve- 
rificas Exis:ie un entorno É de ss o: tal ¡ue en él 


existe una función uniforme y coniínua z = P(x y) tal 
que además es diferenciable en CASO curpliéndo- 


se para todo (x,y) € É «ue £[x, Y» p (x,1)) = 0 


Las derivadas »parcioles de 5al ¿unción se :encuen= 
tran por el mismo procedimiento del número anterior. - 
El primor miembro úe la. ecusción f(x, 7, z) = 0 se pue 
de consideyar co.o función compuesta de (x,:), ¡for lo 
que se tendrá; 





f 12, Dz _ 10) donde las derivadas parciales de 
Xx 2 9x Í que atí opurecen están celcula - 
o Dz _ das en el punto CAR Como 
y z 9y Ea es distinto de cero en dico 
punto se puede escribir: 
f f 
A a (2) 
gx EN dy £, 


No presenta ninguna dificultad la extensión de es 


te problema al ceso de más de dos veriables i¡dependien 
tos. 


3. Sistemas de funciones implícitas. 

Supongamos para fijar ideas el caso del sistema 
£,¿(x, uy v, w) = 0 que se verifica para el sis- 
o (3) tema de valores 


Eo(X, u, v, w 
A DS ) (o, Us Var ".) 


0 


£,(x, Us V, w) 


- 158 - 


In ciertas condiciones que se especifican en el co 
rrespondiente teorema de existencia, el sistema permite 
definir tres funciones uniformes de la variable x en un 
entorno 'É de Xx,» y derivables en dicho punto. El cálcu 


lo de las derivadas se efectúa como antes, derivando — 
las funciones compuestas constituídas por los primeros 
miembros, y resultará: 

Hd NE Pi INC 
Ix Yu “dx  2v dx Jw dx 





L, L, of or 
9 mA 2 uy 2 %,y 2 2Z_o (4) 
dx tn dx  gJv dx gw ax 


A O O 


Ox du dx Dv dx Dw “dx 








donde les derivadas parciales que aparecen están calcu 
ladas en el punto (x.> Vo» Vo w.). 

Si el deternirante del sistema, que no es otro -— 
que el jacobiano de las tres funciones L, , to, E res 


pecto de uz v, w, es distinto de cero en dicho punto — 


se puede encontrar la solución única del sistema, cons 


d 
titulda por los valores de las tres derivadas SE , ax, 


dw 


dx * 
Si en las tres funciones f Los Lys entrara tam- 


1? 
bién otra variable y, el sistema citado permite, en -— 
ciertas condiciones, considerar a Us Vy Y como funcio 
nes implícitas de x é y. 
El sistema (4) con un pequeño cambio de notación 
permite calcular las derivadas parciales de u, v, W - 
respecto de x y un sistema análogos 
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24,9% 20,25 21,% 2., 
DY 3u dy IV Dy* 93w * Oz 


li = 1, 2, 3) permite calcular las derivadas parciales 
de U) Y, NM respecto de y, 





4d. Derivadas sucesivas de las funciones implícitas. 
1%) Para la función implícita y de la variable x da 
da por la ecuación f(x,y) =Ó hemos obtenido 
2, Df y E 24 
Dx y 


toy * = 0, Si tenemos en cuenta que 
e 


dy dependen en general de x é Y y por tanto sen fun- 


ciones compuestas de Xx, volviendo a derivar respecto 
de x la igualdad obtenida resultas 


De, 2 NE De pay, 22 ay. 


Esta ecuación » permito calcular dy +. Una nueva deriva 


2 
dx 3 
.. . e dy 
ción nos daría una nueva ecuación para calcular 3 y 
dx 


así sucesivamente. 


22) Para la función z dada en forma implícita por - 
la ecuación f(x,y,2) = O hemos ya obtenido 


2%, Df . 22 = 0 Volviendo a derivar estas ecua 
Dx +7 z* 2x 
ciones, se obtiene el sistema 
91,929 23 
to. = siguiente para calcular 
92y " 22 9y o 


las derivadas segundas de Z 1 
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ETE A 2% pap, ar, 2%. 
Ix 2xdz Ix Da? dx Oz Ixe 


ate , az 923, EJES £ 22 22, 
Ixdy Dxda. a a qx. 22%  Ix' 2y 
, DP DES Ó 
2” DxXOy 
2 2. 2 
a DEE. Dz ¿2% Da, 02 0%. 
dy 2ydz Dy Dx dy dz Dy 


Las fórmulas se complican conforme aumenta el óp- 
den de las derivadas de z que se desea calcular por lo 
que no parece conveniente obtenerlas aquí, aunque con 


lo ya expuesto hay suficiente para comprender el camim 
a seguir. 
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TEMA 10.- CONCEPTO DE INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES.- 
IDEA DE INTEGRAL MULTIPLE. 








2 Interral de Riemann. 


Sca 23 .= £(x) una Pusción ecoteds -n un intervalo 
corrado [a,b] . Si consideramos un númovo finito de —- 


puntos de dicho intervalo E - ES E 
E 2 18 y a 
= x x Xx X =1 4 * 
a can < 1 < 2 € o... < n-1 « 2 y 


a 


se tiene una partición del intervalo, Se llama diáme— 
_— ; 

tro de una partición P y se represent or á(B), el a 

mayor de los intervalos parciales Xy TL y Eo Xy 

...,s ESA a X-1* 


e 


En Algebra Lineal, pég. 11, se hr. nefinido una or 
deneción pera el conjunto de las partic:ones: Se dice 
que PX<DP' cuando todo punto de P “icura en P!, 


Fijada una pertición P, y llamando Mm y Xx a los 


extremos inferior y superior de los vulores de la fun= 
ción en el intervalo parcial ] » podemos — 


Eje 
construir las dos sumas+ 


a Y 
s-2 (E A) +m e A 


A cada partición se le puede hacer corresponder,- 
por tanto, una suma S, y una suma S, 


Comprobemos en primer lugar (que al agregar nuevos 
puntos de división, las sumas s crecen mientras que — 
las S disminuyen». En efecto, si intercelemos un punto 
e en el intervalo número i es decir Xi EC tX> 


» pr 


sean m! y m'" los cxtremos inferiores «+ la función en 
los dos intervalos lr... , e] y lo, x;/+ Como ovi- 


dentemente se tiene m, < m' m, £ mo, resultas: 


7 
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m (x=) 5000 +0- X54) 


= = l£míx. - ' - xXx 

m, (x, c) + m, (c X¿7) £m (x, c) + m'(c X;_4? 
Esto prueba que ES crece si se intercalan nuevos puntos 
de división, 


De manera análoga resulta el decrecimiento de S, 


Es inmediato comprobar también que toda suma s es 
menor que cualquier suma S. En efecto la conclusión es 
evidente si ambas sumas proceden de una misma parti- -= 
ción, ya que en este caso m, $ H,+ Pero si s procede 


de una partición P y S'procede de una partición P! , PO 
demos considerar la partición P" cuyos "puntos son los 
que pertenecen a P y a P* con lo cual podemos escribir 
P<P" ,, PY<P", Según la propiedad anterior será 
So $ Son < Spy € Sy, donde hemos puesto subíndices - 


para indicar la partición a que: perténece cada una de 
las sumas que intervienen en el razonamiento; como Sp 
es Ss y Sp» es S queda probado que s < So. 


El conjunto de los números s está acotado supe- - 
riormente, luego tiene extremo superior. 


El conjunto de los números S está acotado infe- - 
riormente y posee por tanto extremo inferior, de 

Cuando ext. sup» (s) = ext. inf. (S), se dice que 
la función f(x) es integrable (R) (que se lees inte- 
grable según Riemann) y el valor común de ambos extre- 
mos se llama integral definida de la función f(x) en - 
el intervalo |a,b] y se representa por la notación 


P(x) . dx 


2, Casos importantes de funciones integrables, 


a) Toda función f(x) monótona en el intervalo [2,0] 
es integrable, ; 


En efecto, si suponemos para fijar ideas, que “” 
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f(x) es creciente se tendrá que en el intervalo 
Li? x,) es Mm = f(x, 4) M, = c(x,) . Para ver 
que las sumas Ss y S cumplen ext. sup. (s) = ext. inf(Ss) 
bastará comprobar que existen parejas de núneros S y s 
que difieren entre sí tan poco como se quieres Si con- 
sideramos una partición cuyo diámetro sua ad(P)<£€E, 
se tiene 


S-=s= 2 (M - m,) Ax, £ € [r(») - 2(2)] ¿ haciendo 
É suficientemente pequeño se puede conscguir que 
S-$s sea tan pequeño como se quiera, 

b) Toda función f(x) contínua on [2,0] es integra 
ble. A hc: —2/ 

En efecto, le función f(x) ienarda propiedad - 
de continuidad uniforme, luego dado É > 0 arbitraria 
mente pequeño se puede encontrar un ni: cvo positivo 


tal que para toda. pareja de puntos x!' Nx x" tales — 
que |x! — x" | <ó% ocurra que |e(x1) tf (01)] < 


< E . Eligiendo una partición cuyo diámetro sea 
a(P) < 3, y teniendo en cuenta que li, y m, Son va 
lores o Le. por la función en senlos puntos del = 


intervalo Xx. , x,] cuya longitud >= menor que 


i-1 i , 





€ 
se cumple M; - Mm < a luego 


| E á 
Sos =2(M mx, - 2, ,)< 7 2lx,%,.,) =€ 
c) Si la función f(x) es contímua on [a,») sal= 
vo en un número finito de puntos de discontinuidad, es 
integrable (R)., 


Prescindimos de la demostración, «¡u2 por otra par 
te no presenta dificultad. 


3. Propiedades de la integral definid. «:: Riemenn. 


I) Es útil para ciertas aplicacion: , el obtener la 
integral definida de una función inte-"able (R) como = 
límite de una sucesión. 


mn 
= +4 - 

Consideremos una sucesión de particionos Pa Paren. 
Ps +.» del intervalo [2,9] tal que sus respectivos 
difmetros constituyan una sucesión nula. llamemos Sip Y 
Sn a las sumas correspondientes a la partición genéri 
ca Pp? Si en este partición consideramos el valor de - 
la función en un punto cualquiera E de cada interva 
lo parcial [x,., ; x,)] se puede escribir+ 


SS Z 1(6,) Ax, < s 


puesto que m, $ £(5,) < EN . Si el índice m es sufi- 


cientemente grande, puede hacerse que la diferencia — 
Sa — Sp Sea tan pequeña como se quiera. Esto «signifi- 


ca que las sucesiones 


[. , Soy bo». y Sp? ... 


5, , 5, boo y Sa? ... 


e 


tienen el mismo 1lími- 


te, que es, por tanto, el límite de 2 ?( 81) Ax, — 
cuando Mm —>0» 


III) la integral definida es un operador lineal. — 
Quiere decir esto ques 


d b b 
[ [2,(2) Ñ £,(2)] dx = £, (x) áx y 2,(x) ax 
a . a a 
(propiedad aditiva) 
b b 
lx A £)Jax =k, f(x) dx (kx es una constante) 
a a 
Para demostrarlo beste aplicar. la propiedad 1) y 
+ener en Cuenta que el límite de una suma de sucesio-— 
res es la suma de los límites de los sumandosy y que — 
la constanie k puede salir como factor común. de la su- 
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ma 2 k 18.) Ax, . 


Y) Propiedad aditiva respecto de lc3 intervalos, 
si alox<xb se verifica 


le] b ; b 
/ T(x) áx .f f(x) dx 2) 0. 


En efecto, cada partición del in: valo (2 .c] re- 
unida con cada partición del c,b] pr icrciona una par 
tición del intervalo a,b] . 


IV) Si se invierte el sentido del : ervalo (2,1), 
la integral cembia de signo, es decir 


b a 
Jl f(x) . dx = -f tl). *x 
a b 


En efecto en la suma 21(5,) ; ¿dis cambien de 
signo todos los sumandos porque Ax, “e transforma en 


TAX; + b 


V) Si f(x)>0, se cumpro f(x) dx > 0, ye que 
a 
“la suma 26.) y Ax, es un número positivo o nulo 


y lo mismo ocurre a su límite. 
VI) Si pará fínto del intepvalo [a,>] se, verifica 


f(x) y g(x) será también Flx) dx » e(x) dx 


a a 
Basta ver que / [£(x) - (x)] dx y0 en virtud 
a 


de V) y aplicar la propiedad aditiva «uv: figura en Io) 


VII) Como -[1(x)| f(x) <|£()| “plicando la — 
propiedad anterior se verifica 


b b b 
-/ [2(2)|ax </ £(x) ax <f [005] ax 


que equivale a esta otra condición: 
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If £(x) ax] € 'N [r(jax 


Esta desigualdad permite acotar en valor absoluto 
una integral si se toncce una cota del valor absoluto 
de la función en el intervalo [a,b], ya que si 
I£()]<k se tiene 


If" so ax| e x (b - a) 


4, Interpretación eométrica de la integral definida, 





Consideremos el dominio plano limitado por el ar-— 
co AB de la curva representación sráfica de una fun- -— 
ción contínua f(x) que supondremos positiva en el in 
tervalo [a,b], por el eje €x y por las paralelas al 
eje 0% trazadas por los extremos del intervalo. 






7 
Y 


Xz ... Xi-1 Xx eno...» X-1 b= Xp - 


Si se trata de hallar el área de dicho dominio, - 
Puede seguirse el procedimiento de considerar la suma 
de los recténculos "interiores" como un valor aproxima 
do, por defecto y la de los rectángulos "exteriores" - 
como un valor aproximado por exceso. Pero si nos fija- 
mos en la partición de la figura la suma 5 correspon— 
diente, no es más que el número que mide el árca de — 
los rectángulos que hemos llamado interiores, mientras 
cue la suma S es el número que expresa el área de Los 


as 


rectánsgulosexteriores. Por tanto el ár buscada se en- 
; > 

cuentra comprendida entre los numeros ." S COTTrespon— 

dientes a cualquier partición de ayb]. “omo el numero 


b 
Jl f(x) dx tiene la misma propieda., -:oncluimos que 
a , 
la integral definida mide el area qu: ! 15camos+ 


Debe observarse que si la función : 3 negativa en 
un cierto intervalo, la integral exte:!ila a dicho in- 
tervalo tiene valor negativo; por ells» las áreas de fi 
guras situadas en el semiplano z<0O lis llamaremos 
áreas negativas, por serlo la integral «orrespondiente, 
Si una función es y 0, por ejemplo en 1,0] y £0 - 
en [c,b] , al calcular 


b 
0 f(x) dx lo que se obtiene es la ::uma algebráica 
a 
de las áreas de los dominios situados a ambos lados — 
del eje Ox. 


5. El teorema de la medias. 


Si m y M representan los extremos inferior y supe 
rior de la función 2 = f(x) en [a,v] es decir si 
m< f(x) < M para todo x tal que a<x<b, de la 
propiedad VI se deduce: 


m(b - asf f(x) dx < M(b - a) 


b 
ya que ' dx = b=a como se deduce inmediatamente — 
a 

(mediante una representación gráfica, o aplicando el — 
concepto de integral definida), 


.Por tanto, pera un cierto número A comprendido == 
b z 
entre m y M se cumplirá: pb - a), ! f(x) qx. En 


_Tigor esta igualdad lo que hace es: de '“ir el rúmero — 
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; b 
Je b : f f(x) dx que se llama valor medio de la 
-48 
a AAAASANK<ÉA 





función en el intervalo [a, p]. 0 Horn 
Si la función z= I(x) es contínua en [a,b] y los pó 

números m y M son respectivamente el mínimo y el maxi- 

mo absolutos, luego el valor A es alcanzado por da —- 


función al menos en un punto interior É del intervalo, 


b 
con lo cual puede osorivizas | f(x)Jax = (b=a) 5). 
a 
que es la fórmula de la media para las funciones contí 
nues. La interpretación gráfica de esta fórmula es la 
siguientes existe un rectángulo de base el intervalo = 
[a,d] y altura 4 cuya área coincide con la del domi- 
nio linitudo por la curva, el eje de abscisas y las — 
dos ordenadas de los puntos a y b. 


6. La integral definida, como función . de su límite su= 
Derior. 





Dada una función contínua f(x) en un intervalo 
la, »], consideremos la integral definida 
Xx 


f(x) dx donde X representa un punto variable — 
a 


de dicho intervalo. El valcr de esta integral es una -= 
funcion de X que representarenos por 


F(X) - | f(x) » dx . Vamos“a ver que dicha función — 
a 


es derivable (y por tanto contínua) y a calcular su - 
derivada, dd 


Formemos el cociente incremental: 


MAW2+A4X) - TX 
X 


1 pe xo 
2 2% LE AX £(x)Jax -/ .(] E Ajo a 
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y en virtud de la fórmula de la media *S*“ tiéne: 


F(X+ AX) - PX) _£ 2 
5 = £(5) 


adónde es un punto del intervalo que t+tienepor extre- 
mos Xy X + AX. Cuendo AX —>0, lim AS) = De 
en virtud de la continuidad de lafunción, luego queda 
establecido que F'(X) = £(X) propiedad que demues— 
tra: 


"Toda función contínua se puedeconsiderar como — 
“ A A £ .? 
la deriveda de otra función continua". I: funcion  — 
. e .. o». . 
F(X) «se llama función primitiva de f (X). 


. . 2 + 
El resultado obtenido permite 2demáS el cálculo — 
de una integral definida cuando se conoce una funcion 
primitiva de la funcion integrando. a 


Si por cualquier procedimiento encor. tramos una — 
función  f(X) cuya derivada sea f(X), “lebe ocurrir 
X 


que fP(X) = f(x) dx + C ya que sesún la propie— 
a 

dad II de la página 124, si dos funciones tienen la — 

misma derivada en todos los puntos de un intervalo di- 

fieren solamente en una constante», 


Es fácil hallar el valor de esta «cortante C dan 
do el valor particular X= ay para el cuil la integral 
es nula, con lo cual resulta Pla) = C 3 por tanto 

X 


f(x) dx = Y(X) - Pla) y en partiecnlar 
a 
b 
f(x) dx = Pb) - Pa) . 
A 3 
Resulta así la siguiente regla pri ica para cal= 
Cular una integral definida, llamada :. ¡iz de Barrow: 
Calculada una función primitiva cualgquicra dei inte- - 


O se restan los valores que adquices dicha primi 
iva en los extremos by a del intervilo, el valor ob- 
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tenido que se suele representar por la notacion 


90] es el de la integral definida. 
a 


7. Aplicaciones scométricas de la integral definida, 


En el párrafo 4 hemos señalado la utilidad de la 
integral definida, para calcular el área de un dominio 
plano limitado por une Curva Z = f(x), cl eje de abs. 
cisas, y las dos ordenadas correspondientes a lag abs. 
cisas a y bo. 


Para hallar cl área limitada por dos curvas z,(x) 
y 20(x) que no se cortan 1 


en el intervalo [a,b] bas 
ta restar del area limita z - 


: Z2 0) 
da por la curva superior, 2 
la limitada por la curva a y 
inferior, obteniendose,co 1 


29 4 
' 


mo valor del área el núre 1 
* 
ro | 


a. / [2,(x) ds 2, (2) ax 


Si se trata de una curva cerrada, deda por una - 
ecuación implícita 
f(x,2) = 0 hay que procu 
Tar deuucir de dicha ecua 
ción los puntos A y B don 
de la recta tangente a la 
curva es paralela al eje 
de ordenadas. Si recorda 
mos lo dicho en el tema 9, 
tales puntos satisfacen — 
el sistema de ecuaciones 





x 


e »2)=0 


os , z) = 0 
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ay que procurar deducir, también: s expresiones 
Hay que p r ded y tambie 

z (2), y Z,(x) de los arcos que Jimi iio. el dominio — 
cúya área se busca. El valor del área ez 


af [2(x) - 2, (x) ax 


Longi tud de un arco de curva plana. 


Si en el intervalo [a,] tenemos definida una fun 


ción uniforme 
contínua z=f (x 
se define la Ton- 
gitud del arco 
AB de la curva 
representación 
gráfica, como 
límite de longitud 
de una poligonal 


de lados tiende 
a infinito de 
tal modo que cada 





lado se haga tan pequeño como se quiera. 


Supongamos que f(x) sea derivable y can deriva- 
da contínua. Imaginemos una partición del intervalo — 
a,b) donde los puntos de división corresponden a las 
abscisas de los vértices de la poligonal. El lado l; 

de la poligonal tiene por longitud 


Nx? + (dz - Ax, 


- NE [en] 


don . 
ES ES 





La longitud de la poligonal inscrit: es: 


inscrita, cuyo número 


= 1712 - 


n 
2 Va +[or a es Ax, y su límite cuando — 
i=1 

n — 0, es decir, para una sucesión de particiones cu 
yo diámetro tienda hacia cero, viene dado por la inte. 


b 
2 
gral 1 - | Yi + [£(2)] . dx cuya existencia 
a 


viene asegurada por la continuided de la derivada. El 
integrando se llama diferencial de arco y se represen 


= : 
ta por ds = Y + [2'(o)] cx. 


Longitud _de un arco de curva alabcaga. 


En el tema 13, de Algebra Lineal, se estudia la - 
reprecentación de una curva del espacio o curva alabea 
da mediante sus ecuaciones paramétricas; 


x= = y(4) ,, 23 z(t) . Al variar t en 
un del 2,»] se describe un arco AB: de dicha - 
curva. La cl del arco AB se define como límite 
de una poligonal inscrita como ahora precisaremos. 


Una partición del intervalo [2,0] modiante los pun 
tos a= to, ta» Las ..., E = b determina sobre la - 


curva los vértices de una poligonal de m lados cuya — 
longitud es » 


Ñ 2 2 2 
2, YA +4yi + Az = 


SANO E] + [pepJ S [ep] 


Se demuestra que si las derivadas son continuas 
el límite de esta expresión cumdo el número de lados 
tiende a infinito, o con más precisión, el límite para 
una sucesión de particiones cuyo diámetro tienda hacia 
cero, viene dado por le integral 
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1 E (Boj po en. e 


El integrando, que se representa por ds y se lla- 
ma diferencial de aurco de una curva aluale: da; en simbo 


los 


focoJfs [sm]. + fo]ó as 


Area de una superficie de revolución. 


Se desea calcular el área 
de la superficie de revolu— 
ción engendrada por el giro 
del arco AB de la curva re- 
presentación eráfica de la — 
función 2 = f(x). 


Consideremo:: una partición 
del intervalo AB, y construya 
mos la recta tiunscente a la — 
curva, en el punto medio de cada intervalo parcial, li 
mitándola entre las dos ordenadas extrema: de dicho in 
tervalo parcial. la superficie engendrada por cada tro 
zo de recta tangente, es la superficie l:¿teral de un — 
cono de revolución. 





Se define el área de la superficie engendrada por 
la rotación del área AB, mediante el límite de la suma 
de las áreas engendradas por dichos trovos, para una — 
sucesión de particiones cuyo diámetro tiende a cero. 


Como el área engendrada por el trawo de tangente 
correspondiente al intervalo parcial icrino es 


z(É,) . 1+l2(€) 1%. Ax 


.. z E 
el limite de, la sume de tales áreas el entales ge cal 
cula por la integral a 


Po, 17 O 


S1= +8 z(x) + Vi + [20] e dx = SN Z.de 


a 
Volumen de un cuerpo de revolución. 
A O 


Dada la curva Z= f(x) en un intervalo [a,v) o 
sideremos una parti- , = 
ción del intervalo - - 
y para cada interva— 
lo parcial Áx;> fi- 
jémonos en los rec» 
tángulos de. la base 


A 7, Y cuyas altu— 


Tas sean el valor ná 
ximo y el mínimo de 
la función en dicho 
intervalo, 


e 





% Al girar alrededor del eje de abscisas tales rec- 
tangulos engengran.peque::os cilindros, (discos) cuyos — 
"ol 2 7 
volumenes son N mi. Ax; y UM, - AX. 

El volunen engenarado por el "trapezoide" limita- 
do por la curva, el eje de abscisas y las ordenadas ex 
tremas fla) y tf(b) se halla comprendido entre las 


dos sumas TE + Ax, y TEN « Ax, 


. cr . - .. * 
que tienen un limite comun para una sucesion de parti- 
ciones cuyo diametro tienda hacia «cero, es el volumen 
engendrado por el trapezoide y vale 


V= 1H Ñ [so]. dx 


Otros volúmenes que se pueden obtener por medio de in- 
tesrales. 

+ Generalizando lo que se ha dicho para el volumen 
de cuerpos de.revolución, siempre que se pueda conocer 
la expresión del area A(x) de la seccion producida en 


el cuerpo por ciuda plana 

ce un sisterna de planos +» 
paralelos, en función de 
la distancia x de dicho — 
plano a uno de referencia, 
es posible definir el va- 
lumen del cuerpo como 1Í- 
mite común de la suma de 
los volúmenes de 108 ci 
lindros elementales de al 
tura Ax _y cuya sección 
sea la de área máxima y - 
la de área mínima en cata 
intervalo, límite que existe si A(x) es.una función 

contínua, y se calcula mediante la siguiénte integral 





a 


b 
V - Al(x) . dx donde ay b sor las "cotas de — 
los planos extremos que limitan el cuerpo» 


'8. La integral de Riemann-Stieltjes. 

Sea f(x) una función definida en un intervalo 
[a, ,bJ y acotada en él. Consideremos también una fun= - 
ción p( x) que sea monótona creciente en [a,bj. 


Para cada partición de [2,0] , como la que OE 
nan los puntos E 


A €x,%...«<x =>b 


o i-1 


y elegido un purrto ds en cada intervalo parcial pode- 
mos Calcular la suma 


2, 150 - [$6 - Pa.) 


Si esta suma tiende a un límit te finito 1, para to 
da sucesión de particiones cuyo diámetro ziende hacia 
cero (y con independencia de los punto:: i elegidos), 


dicho límite se llama integral de ro nas - 


1l= 


mui” 
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lo implenónta de Stieltjes) de la es f(x) respec 
to de la función de distribución Pp x), y se represen 


ta asi; I - $ oO. d (x) 


La integral de Riemann, que hemós estudiado ante- 
riormente se puede uo como caso as de 
este concepto para $(x) = 


La integral de Stieltjes encuentra importantes — 
aplicaciones, en Estadística y en Estática. 


Las propiedades más importantes de la integral de 
Stieltjes sons 


I) La integral de Stieltjes tiene carácter lincal,- 
es decir, la integral de una constante por una Función 
es igual a la constarte por la integral de la función» 
y la integral de una suma de dos lo. mas) funciones es 
la suma de las integrales de los sumandos. 


La demostración se hace igual que en el caso de = 
las integrales (R). 


II) Se cumple también la propiedad aditiva respecto 
de los intervalos. 


I11) Si k representa una cota de |:Go] en [a,») 
Tesulta 


La £(6,) [9 - 96) | xk pa [9 =)-A,,))- 
= 1 [p(0) - p(a)) 


Iv) Si la función P(x) tiene una derivada (p'(x) 
continua, la integral de Stieltjes se reduce a una in- 


tegral de Riemann 
tb , 
" Ax). qu) 
a 


En efecto, aplicando la fórmula de los incrementos 


== 11 - 


“iuitos ge obticne P (x,) - yA 0EN, 


= (x - A) Pp (x;) donde A, pe tenece al inter 
valo X4_ 4) x,]; por otra parte podemo.: lacer que 
¿As puosto que EN es un punto ci bitrerio del 


intervalo i-ésimo. Por ello resulta la uma 
n 
Z, (A). q (e,) a 
que tiene por límiie 1 x) pr(x) . due 
a 


V) La integral de Stieltjos tiene ¿lr centido cuan 
éo Q(x) no es diferenciable, e incluso cuando es dis- 
convinva » 


Supongamos que la función (P(x) presenta discon= 
tinuidad de 12 especie en los puntos Cq» Cor ... 


(en número finito o infinito) y sean 


S¿> So» o. Sí 
los “altos correspondientes. 


Si consideramos la función 


0 si x< Cy 
Y (x) = 54 si e, £x < Co 
57 + s7 si Co £ x<« 03 etCe 


Ocurre que la función f(x) = P(x) - Y(x) es contí 
Nuazs admitamos que es tambien derivable (cosa que ocu- 
Tre frecuentemente). Se tiene entonces 


b b fa 
sapo | La 9 +/ RL, 
a a a 
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-fb fa , 
sero cono | ft. = Pos Ó% 
a a 


b 
y la integral [ far se reduce a la suma o serio 
a 
yA £(0,,) - 5. ya'que se anulan todas las diferencias 
y 


Y(x;) - Plz;_4) cuando los puntos Xx, Y X, _,) es- 


tan comprendidos entre Cc; y Ciga” 


Por tanto queda - 
he] b 
ft. dY= LEIA 
K k 
a a k 


Se ve, pues, que una suma finita o una serie o una 
integral (R), pueden considerarge casos perticulures de 
un proceso más general como es la integral de Sticltjcs; 
asi se comprende su utilidad en problemas donde se gon 
siíderen distribuciones de mass, de id ye tcs, 
en parte con tínuas y en parte discretas. . 


Nota.- Al final de estos apuntes se herá figurar como 
apéndice "Idea de la integral múltiple", 


e e e 
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Tema 11. TECNICA DE LA INTEGRACION. 


1, Punciones primitivas, 


En este tema nos vamos a ocupar Ce dos diversos — 
métodos que se conocen pure calcular funciones prinmiti 


r 


vas de una función dada. 0 


. Hcmos visto en el teme anterior que toda funcion 
f(x) contínua en un intervalo [a,b] acinite una fun- — 

2? ess 5 3 7 .2 
ción primitiva en dicho intervalo. Sab:«1.0g9 tambien que 
dos funciones primitivas de otra funcion, difieren en 
vna constante. : 

Se suele designar mediante el símiclo fico. óx, 
gue se llama integral indefinica de f(x) y,” el conjun 
to de todas las funciones primitives de f(x) de forma 
que si P(x) es un: de ellas podemos ecribir 

[ 62) . dx = F(x) + C, Esta constante erbitraria C - 
débe añadirse siempre que se quiera alu. .ir al conjunto 
de todas las funciones primitivas de fÍx), 

2. Intesrales inmediatas» 

El conocimiento de lis derivadas «e las funciones 
elomentales permite escribir innediete note el siguien 
te cuadro de integrales llanedas inmedi: last 
.Mm+1 
X. dx = 57 + Cr (m 4-1) 3 poourt=zerctexA+c 


lúx=Lx'+.0 1 fnr o mxo 











sen X . dx = -C08 x +C »» | UC thx 4C 


cos x dx = sen x+C NE aregshx1c 
x.+ 


UA o A, A 

p 

> 
. 
£ 
4 
' 
p 

x 
+ 
a 

e 
o 
pad 
m4 
n 
a 
Y 
$4 
E 
e] 
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dx A +0 
—— = tg x 9 —_=—, = arg ch x 
cos? x A 
dx dx 
O rr 
q Ye 1-x 


la interación indefinida es una operación lineal 
ya que. como es inmedietc comprobars 


feo + s(x)] dx = ¡ES dx eS dx eo 


ko f(x) dx = k | f(x) dx 


Se puede completar el alcance del cuadro anterior, 
si en el integrando hocenos. figurar en lugar de xs una 
función fo, con la coídición de que aparezca, en lu 
gar de dx, la diferencial de dicha f(x). Así resulta — 
por ejemplos 


Jleco]" E a [£()] -—h- [o] 
Jen [Co] a a [£(x)] = cos [£(2)] a etc. 


Para verlo bista tener en cuenta la regla de deriva= - 
> . e e” 
cion de una funcion de funcion» 





3. Los métodos generales do integración. 
a) Integración por descomposición. 


Se baya en el teorema "la integral de una suma de 
funciones (en número limitado) es igual e la suma de - 
las integrales de los sumandos"! que es una extensión e 
la propieded ecitiva vieta antes. 


Se aplica este metodo a los polinomios, a funcio- 
nes triponenrtricas, hiperbolicas, etc. 


Fjemelo:ss 


fó e nt, E ae Jdx +. 
n+1 n ye 
A A E E 


O, 
o 
y 

mw 
N 
as 
ES 
f 
PS 
-|o 
| ” 
Ne 
(9) 
1 
> 
XA 
Mm 
" 
alo 
nos 
m 
$7 
+ 
fo 
+ 
1 
me 
A 
E 


2x -2x 
1 e e 
q F+2-G 


b) Integración por cambio de variabic (sustitución) 
Si se hace x= (+) y por tanto dx = p(4).dt 
la integral |£(x) dx es iguul a la 


f: [e (+): Pi(4) . 0% 


Si F(t) es una primitiva del integrando, ponien 
do en ella t= Y(x) función inversa de la x= P(t) 
_se cbtiene F [9 (6) que es una prisvitive de f(x). 


En efecto ñ 
A E OI ORO 
r[p(s)] - x(x) 


puesto que Pl(t) . P'(x) = 1 por «cr Py Y dos — 
funciones inversas. 


El método resultará eficaz siempie que la inte- - 
geral obtenida en la variable 4, sea m..: sencilla que - 
la integral propuesta. 


Ejemplos Deu » Mediante. r1 cambio 
! lx 


XxX tos, 2x4x. dí nueta 
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1 A 2 
ld th t40=>3 arg thx") + C 


Si lo que se trata de cáalculur es una inte jral de 
finida no es indispensable el rondar la función pri- 
mitiva mediante la variable x5 puede-utilizarse la pri 
mitiva oblenida (en la variable $) y transformar los = 
límites de la primera integral mtdiante la traneforma= 


ción x= Q(t) osea t= P(x) a 
Ejemplos Calcular la integral / V gs - xo dx 
le] 


El cambio x= asen t permite transformar no só 
lo el integrando sinc también los límites de la inte 
gral que seran; pera x=0 ,2 t= 0 3 para xX=a 


t= XL obteniéndose: 


2 
Xx E. 
a 2 E 14 2 
ascos t. a. cos tdti=a Ligest2s) as 
o o 
mi X 
le, asen] a 
2 4 ó 4 


0) Intesración por partes, 


Si u y y son dos funciones de x, integrando ambos 
miembros de la igualdad d(u.v) =u. dv+wv.du se 


obtiene u.v= Ju. dvA+ [v. du con lo cual - 
resulta la llamada fórmula de integración por partest 


foca rr fro ón 


gue será eficuz siempre que la integral del segundo — 
miembro sea mas sencilla que le del primero. 


Ejemplos; 
Jemp — 





eco dx= et -1)4C 


Como indicación puede decirse que  5e métolo sue 
le ser conveniente cuido ex el integro > interviene. 
une función truscendente (7) cuya d+ rada se elos 
bráica, como 1 xy une cen 2 y vrcte y 0 lc 





Cuirdo ge trate de una intesrul á lid se pue 
¿e aplicar dGirectemernte la vogla de Bi reta le porte 
. A 2 tos 
integrada y eovstiiuir directamnte en *:1 los limites 
de la integralj cs decir 
b b 
Ve su 
u . dv= [s . v] - ER 
a a a 


Sea por ejemplo la integral: 


1 
1 Xx Xx 
arc sen x dx = |x . ero sen x - apli 
o 


E A 


o 2 
» “ 2 
a) Fórmulas de  Teduccione 


Cuando la función que se ha de into rar ecnienga 
un índice n que adquiera vulores entero. la aplica- - 
ción reiterada de la fórmula de integ: . On por portes, 
puede proporcionar una formula de redi: On, de la que 
co deduce le integral peopuesta. Un eje lo aclarara — 
l.. cvestión, ; 
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x : ú- 
Sea la integral [x” . e” . dx siendo n un mu 


ero nátural y que representaremos por 1," Un primera 
integración por partes, permite obtener: 


- x ] x n 
I pt ¿«Óx=e e. x - no 1 
n 
ad 
El problema de la integracion se ha transformado 
en un problema algebraico de manejo de una formula de 
recurrencia: 


xXx _n-1 ; 
em = e XxX - (-1T,_o e... 1, = e eoXx —- Lo 


A Xx x á ¿da 
siendo Lo = f» dx= €. ». Se cbtiene con facili— 
dad " 


1 
n 


r 


e* [ ca Pa n(n=1)19-2 >... + (-1 E c 
Otro ejemplo. Sea la integral 
I 


N 
n ; 
marido u= x de = sen x dx se obtiene 


n De y . 
Xx senx dx siendo n un rumero natural. To- 


A » COS XX. dx 


Volviendo a aplicar el mismo método, haciendo 


n-1 ; ] 
U=x sy AV= «OS x dx se obtienes 


_ n—1 
1, => «cos x+nx sen x - n(n-1) Ino 


formula de Ttecurrencia mediante la cual el problema se 
termina sin Cificultad. 
4. Integración de funciones racionulese 
Se puede demostrar que toda función racional se - 
h Pix a i 
puede expresar como cociente QA) de dos polinomios 


primos entre si, Se puede suponer que el grado de P(x) 
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es menor que el de Q(x),? pues de no :uv así, efectuan 





S A 
SR + or donde S es 


. » .. 
do la división se tendría 


el resto de le división, cuyo grado er + .nor cue el de 
Q+ Al realizar la intesreción habrá que summer lo inte 
egrel de R qué es ur polinomio y la intc- al de 


e . sd 
ne] que veremos « contincacion como «: puede calcu=— 
lar. 


Para ello se aplica el teorema de ):: descomposi— 
ción de una función racional provia en fracciones simo 
ples, que nos vamos a limiter a enunci:.r: 


Sean 2) by Conos lus ralces realce: de Q(x) cu- 
yoy grndos de mal viplic :ided res spectivos con A, sy > 
... Scan también TI4+ig, e... las rel: - 




















con ereudos de multiplicidad P » «.. La .¡nción 
q SS aámite una descomposición única de la Formas 
Pz Ay E A 2 7 
A O ... 
Q (x - a (x - Jue 
A B 3 
a Lo 
A (x - yA (x - DÉ” 
B Mx+nM3 lx +N. 
+ _£É A E A 
iS (x=)? 2 s3P [ r)o 2 sp 
Mx + N 
to... + e 
(lx - 1) + ge 
conde los corficientes Ay» Any ...p Pro Bo» ...y 
M4» Ny» Mo, N, +... €tc., son números v:ules, 
El cálculo Ge los coeficientes sc ..0ey Teducien 
do al mínimo común denominador las fro ciones del se— 


cundo miembro, e identificando los des numetardo.esy TE 
sulta un sistema de ecuaciones linsales pera hullarlos 
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: Ln? .. 
Al realizar la integración de las diversas Ítuc-— 
ciones simples se obtienen: 


a), Términos los rítmicos, que proceden de la 
eración deaquellas frocciones con Cenomiradores 
x- D, e.. correspondientes a las ralces reulos: 


A, 
O 


b) Terminos recicneles que proceden de la Jrtesra-- 
ción de aquellas freccicnes con Cenonminadores 


la-¿) (m4 1): 


in tito 
Xx -— a, 














-A 1 
A a 
(x - a) i mou) 
e) Terminos en logarit mo y arc tg procedentes de la 
integración de las fraceicnes condenominadores de la 
2 2 
forma (x-T5)" +8"; 





a A 





(mr y? l 2 lx - p)ó L gl ñ 
: dx 
¿Y 25 E S a 
ED 
O ES A E E x-r 
2 O inca . arc te 
d) Queda por estudiar el caso de la integración de 
las fracciones cuyo dencminador es de la forma 
ltz = mis ge” , (m É 1) que aparecen cuando el po- 


linonmio en donó Ttalces complejas múltiples. En es- 
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te caso puede emplearse el sizgulente r lo; 


LAN Mx 15) +0 Mr 
ES de e TS e - ry? m qn dx 


Esta Última integral se calcula por el método de revuc 
ción. Haciendo previamente el cambio x-vr=+t calon 
lemos 


= PE AS EE RE apa = 
m [+ 2 se] qe : [+* z s]" _ ge * m2] 


At Sem 
2) Ye pe 2 as A y E 
A ———_—— pet 
se) [só 4 42 
Esta última se calcula por partes hacienco u= t 
t at 


dy e con lo cual du= dt ,, 
: [ 4 42]1 





Ú 


4 
“sE ==“ O 


y Tesulta por tanto: 


SI = 1 PMUÓIEE _ A 
m m—1 2(1 - m). [s2 a ¿2]m ¿(1 —-m) E=1 


y en resumen: 
> 2(m- 1)[8% 4 4411 2n- 


na 
-= 100 — 


CA 
Esta Tórmula de reducción permite.ir rebujando el indi 


at 1 > 
ce de Il, hasta llegar a 1, a re a arc to Ye 


Puede afirmarse, recogiendo los resultados ab teni 
dos en a) b) 0) y 4d) que al integrar ura función racio 
nal, aparecen únicamente los siguientes tipos de fauan— 
ciones: logeritmos, racionales y arc tie 


No se crea, sin embargo, que el método cxpuestoy- 
para el caso de ralces complejas múltiples es el único 
método posible para lá integración. Tiene a veces ven= 
ta ja _practicar ciertos cambi vs de variable, o aplicar 
el método de Hermite que será expuesto sobre e leún 
ejemplo, en las clases prácticas, 


e . .. . A LA 
)» Metodos de intecracion por recionalización. 


Existe una gran variedad de integrales que medien 
te cambios de variable adecuados se pueden transformar 
en otras integrales de funciones racionales» 


Expondremos los tipos más sencillos que se pres— 

tan a la raciontlización. 
a) Consideremos la integral cuyo integrando.sea wra 
función racional construída con la variable Xy y con - 
ciertas potencias de exponente racioral de unz misma - 


. A Les axr+tb a... 
funcion homográfica a Er-sámbolos, sea 


n 5 
R ario axis . dx 
*oleoxirda AS 
ax + 





Mediante el cambio Fjya”" Y? donde hes el 


m.c+.". de los denominadores Ny Uy «+». de los exponen=— 
tcs, se obticnes 


ox +4 Poe, O, 
h 
x= el. + > y. r 0 
Locdt 


dende E designa wan función pacienal de 1, También es 
di = r! (1) Áát o. la indeygral se trengtori. en: 


Y, E 
y 1 5] % 
fr [ro , E A ...] rt. 
El integrido es una funcion racional ze to 
Son casos particulara: frecuentes - ¡tellos en que 
.* os a + 
la función homograjica — a a 
ax + b. > 


Ejemplos: 


Sea la integral EE 


Va 
Huciendo x + 1= té queda 


La E Par 


E 2 
[rr rr 2) 


EC Fene £ Xx o bién: - 








6 5 nt 3 
TIESTO rot elias o 


) TÚ 1/6 
A A 


" 


+ 6(x + 1y2/6 2 12(x + ne 4 12 L|' 249 1/8 _ +] 40 
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La integras | dÉ se racionuliza median- 


¿VE 4 Yi 


te el cambio x= pÉ »), dx=6 ? at, ebisióndose 


y se continúa como en el ejemplo anterior. 


b) Integrales binómicas. 


(O 


£ Ta 
So llaman así las de la forma [: + (esbx")? dx 
donde los exponentes m, n, p son nuñeros racionales. 


Mediante le sustitución x = t 


se obtiene 


I fa lar bt) at donde se ha puesto 


EE E . 
YAA 


Ezta integral está comprendida en las del aparta= 
do a) en los casos siguientes: * 
o 


) Si pes entero, pues será. de la forma 
[+ "Jas 
29) Si q es enicro, por ser de la forma 
[+, (e +b +) as. 

) 


32) Si p + q es entero, ya que se puede poner 
fe bt)? ¿Pa as 
t . 


Así pues, las integrales binómicas se racionali— 
zan si son enteros alguno de los tres números p, 
m +7 n+1 
n ? qn 


“4 


2 Pp . 


En cualquier otro caso se ha denostrado que la in 
tesnral binonia no vuede expresarse mediante las funcio 
nos clenoniales. 
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Ejemplos: 5 


e LE + Y az = fo +x ae Es ente- 
» 


y 22. 1 á liciendo el combio xXx e Edo 
3 1 
2 2 


x= tU y dx = 2 t” se obtiene 


e 
aa fa ¿(14 4)% dt. Esta integral se calcule he 


: 2 .z 
ciendo 1++t= uu". (También se puede li.cer 1144t=wv 
y es algo más breve). Se termina sin 43. “cultal y se - 
obtiene: 


E E eN 
El cambio xo = 4 ” X= ¡2 sy di = Y t*at 


Permite escribir 


1 ys -3 
I=- . (1 - t) 3/2 . dt +. En este caso es en- 


tero p+aq. Para racionelizar la intezral se hace 


c) Integviles del tipo fa bx , Y ax + br+4 oax 


donde R representa una función racionai. 


El mótovu de racionalización, aurspe posible on —- 
este caso como se vorá enseguida, no suela aer ol más 
Conveniente. pira este tipo de integrales. Verenos des 

Pués un método de reducción quo estimano: más útil, 


A 


Lo.: camtios de veciavle cue raocioraliscan la inte= 
rel dependen del signo de las constantes a y as 


uf) sia>o0 haciendo Va bebo ya x + t 


Tugsulta x= rt) ,y dx = r'(t) dt donde r(t) dosig- 
nc una (unción rucional de Lo Lucgo 


IT - Palco , Varí(t) + rta) dt - fr,(0) 64 


220) 3í ec >»0 se puede hacer 


Varitbxto=t tx yo y resulta x= r(t), 
termináncose el ranonemiento cono antes. 33/2100, xd] 00 


32) Si ac0 ,, ec <0 , conviene hallar las raí- 
ces A y del trinomio ax24bx4+c que serán nú 
meros reales (de lo contrerio el trinomio a x2 4 bite 
sería negativo para todo valor de x). Haciendo 


API EZ 
ax toxto= (x-o)t resulta x= r(t) y se 
continúe como en 12), rfr[reo, (e SS At 


Fota. Las integrales racionales que se obtienen suelen 
ser de cálculo engorroso incluso. en casos que — 
por otros caminos son sencillos. 





Ejemplos; 


f "dx 
V1itx+ y 
del caso 42) 


2 
YlAx+xó= x4+t , o bien el del easo 22) 
y =tx3+1 


e 


+ Puede aplicarse el cambio 


dx 


22) | -— === + Dueto Es | 

xV (1 + x)(2 - x) e aplicarse el cam | 

bio del caso 32) (10ex(2-x) (4 x) t o bien 
V = (2= Y) t, 


o OT 





6. Integración de Ju: funciones: uel ti, 
La 
R(x, Ya x" +bx2+c)dax por oo de redue-— 
ción» 
Exponemos cste método, no sólo po: suele ser - 
mojo que el de recionalivoción, sino .«. ¡ue cenvenien 
temente goreralicado sirve pra la reá:.:c On de las in 


e 


tograles en cur el y.linomio del radic: ' es de 3 0 - 
42 grado (integrales elípticas) o de q: v superior -—- 
hiperelÍpiicas). 

Si puro abreviar ¿lamemcs y = o AS bbxzvw4c0, 
la función R(x,y) "puede reducirse, al unciente de -——- 
dos polinamios er x € Yo les potencias ¡res de y son 
simoles polinonios en xy y en las potencias inperes de 
Y se puede separar un fuctor y, con lo «¿461 se reducen 
al producto de y por pulinomios en Xe 


En resumen piempre se puede poner 
e a x donde A(x), B(x), C(x) y D(x) 
2922 C(x) + y D(x 
son polinomios en X. 


E Mul tiplicando nunerador y denonmin:idov por C-yD 
cucáste en la: forma 


2 
M(x) + y Ml) Mo 4 MO) OA 
ix "167" 1) y 


zu 
— 
> 
o 
<< 
Ar 
" 





Si se desarrolla > = en la sura de su rarte en 


tera P(x) y las fracciones simples que se indican en 
4), resulta una expresión que en el caso mas general — 
contendrá: j 


Ñ Tx Ñ ; 
12) Una purte racional E que so . ¿tegra como — 
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se dice cn 4)» 


22) Una integral de la forma ' Píx) dx 


Vax +bxw+w 
de la que ahora nos ocuparemos. 
30) Integrales de la forma = sE 
(x o) "Y ax? bx+c 


que se reducen A las del caso anterior mediante el cam 





dio-x-AU= t 6. 


Para calcular A dx observemos 


Wet 2 a x* +dbxx4c0 
que si llamamos p(x) al radicando, la derivada de la 


función f(x) .Vp(x) donde f(x) es un polinomio,os 
dei mismo tipo del integrando ya que 


Mx) + 1£” x 
Z [e E JT) (3) p'(x) + £'(0) » p(x) 
p(x) 
cuyo numerador es un polinomio de grado supcrior en un 


unidad al de f(x). ] 


Por tanto se puede poner; 


fans 0 xi) + £'(x% A 
Vp(x) 


- | sn 260 50) 
Vo(x) 


Si mes el grado de P(x) se puede elegir f(x) de 
«grado m-1, con unos coeficientes talcs que el numera-- 
for del primer miembro tenga coeficientes nulos .en-- 
las potencias de exponente Mm, Ii-1j, »... 2, 1, con lo — 
cual quedará reducido al término independiente, obte— 
niéndose por tanto la fórmula, muy útil: 
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ma 


a A us 
e á x=) 





2) 
sólo queda por calcular == SE co- 
Va »x+c 
sa que se huce mediante sencillos arti 0: Ost 





si a»oO es a 
Vax? + bx 40 





plas arg sh Í donde t=- a +. , 
— j 
? 2 
b : »_ 
A = AAN , sl. e >0 
1 Ll arg ch e donde t=ax Y , 
> A Z 
2 2 
Je b : 
A - TD si ac <8 


Cuendo aX<o hacienáo al =á se tiene 


Y 10sulta final- 





T. Intesración de funciones Ss btrascendontos. 


Las integrales de las funciones trascendentes no 
se pueden expresar en general mediante las funciones - 
elementales, incluso en cesos tan sencillos en aparien 


cia como ED Z dx SE da 
x , . Lx , 


Nos ocuparemos ahora de algunos casos, en que eso 
es posible empezando por la intezración de una función 


racional de sen x y C0S Xe 


a) Consideremos pues la integral 


E [sen x ; cos x] Axe 


Recordando las fórmulas de Trigonometría 





2 x 
sen X = qe EIA SNA 
1+t.i 5 db tes 


: x 
si se realiza el cambio de variable tg mi t , o sea 


dx a een la integral propuesta 
] 2 
+ t 

se transforma en la de una función racional de to 


; 1+ sen x 
Ejemplo: Sea la integral fia 


x= Z2arc tg T 


El cambio citado conduce a.la integral 


(11 ty 
2 t 
Como las restantes funciones trigonométricas se - 
expresan racionalmente mediante el seno y el coseno» y 
también el seno y coseno de los múltiplos de un ángulo 
x so expresan mediante polinomios en sen Xx y COS Xp PE 
de afirmarse: 


"Toda función racional de las funciones trigono-- 





at que se calcula sin dificultado. 
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métricas de un ángulo x 0 de sus múltij:io:: es integra- 
ble mediante las funciones elementales". 
Esto no quiere decir que el cambio lg 5 = t con 


duzca a los cálculos más scencillos. He «pp Í Algunas — 
consideraciones que permiten abreviar lo:; cálculos. 


19) Si la función R [sen Xx, cosx) es par, en — 
sen X, cos x, es decir si no se altera”":.1 cambiarlos = 
simultáneamente por -—sen x y =C08 X) ¡e puede hacer 


el cambio tg x= t, pues como sen YX = E A 
Vis +? 
cos Xx = NS A su combinación por producto o co— 


Vi + 


ciente es racional en te 
dx 


sen x cos 





cm se trans— 


Ejemplos La integral | 
] x 





Sa 
forma mediante el cambio citado en f == dt= Lt+] 0 
22) Si R [sen X y Cos x] es impar cu cos x, la — 


; R[sen x 208 5 
integral se puede poner: TEE cos xdx= 


- fr, [ sen Xx , cos x] dx donde Ry, es función par 


en cos x_ y se puede, por tanto, expresar racionalmente 
en función de sen x. El cambio sen x= t Trecionaliza 
la integral puesto que cos x dx = dt, 


dx 
3 


sen xXx COS Xx 





Ejemplo: La integran “uediante el — 


d+ 


Cambio sen x= t se fa en ES - 
i Ja ae 


-1%8- 
32) finálocemente si R [ sen X o» cosx] es impar en 
sen x, resulta indicado el cambio cos x= te 
Ejemplo: La integral del caso anterior, mediante 
-dt 
(1 - 15) 1? 
: m n 
42) si R [ sen x, cos x] se reduce a sen x.cos x 
donde m y n son enteros, “la correspondiente integral 


se puede calcular aplicando lo dicho en los casos ante 
riores, es decir: 





ese cambio se transforma en 


Si mes impar basta hacer cos x= te 
Si nes impar se hace sen x= t, 
Si 


Pero además de estos cambios se puede seguir un - 
proceso de reducción de exponentes, mediante la inte--— 
gración por partes. 


mn n 
Sea I Za sen X . COS X . (dx 
m,n 


y n son de igual paridad se hace tg x= te 


la 


A 
Poniendo sen”,x ». cos x dx = dv resulta 


m+1 n-í a : 
_ sen Xx. COS xXyn-1 m+2 n-2 dx 
En a E ETE J sen x.cos Xx 
Si en la integral del segundo miembro se pone 


sent X= 1- cos* x resulta finalmente: 


m+1 n-1 
1 _ sen Xx. COS Xx, n-1 
m,n nm + on m+n "m,n-2 


Por el mismo procedimiento se puede obtener: 


4 
, 


n+1 -M= 


cos x sen mo 1 
I = - AA A Y 
mn n+ xn m4 rn “m-2,n 


Estas fórmulas permiten disminuir el valor absolu 
to de los exponentes m y n y si se anlican rciteradamenl 


NA 
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te conducen a integrales fácilmente calciu'ables. 


b) Para las integrales la [ sh x , ch 2] dx PU 
den hacerse las mismas considetaciones que para .el ca- 
so ya estudiado de las funciones circulares y por tan- 
to cabe hacer los cambios de variables «núlogos. 


También puede racionalizarse tales integrales me- 


? - Xx , 
diante el cambio e” = t ya que el six yel — 
ch x «son funciones racionales de  e*, 


c) Ciertas integrales como 


falz,Va2-2 Jas y fr[x,V2+ 2? dx 


se pueden transformar en otras de funciones trigonomé= 
tricas mediante los cambios x= a cos t (o bien 

x= a sen t) para la primera y xXx=25Shkt para la 
segunda (o bien x= a te t) , Estos cambios suelen — 
ser muy convenientes. 


E 0 


TOS. » 


Teme_12. INTEGRALES CON LIMITES O INTE: DOS IRSINI- 


1. Integrales de funciones no =cotadas. 


Al exponer el concepto de integral ' finida, se — 
ha supuesto que la función f(x) está tada en el — 
intervalo [a,b] . Vamos ehora a gensral r el concep- 
to: de integral definida cuando la func:'. se hace in-- 
finita en algún punto del intervalo de :."egración. 

Si la función f(x) se hace infin' . en el punto 


b se ticne por definición 


b b-E 
/ £(x) dx = lím f(x) dx 
a Eso Ja 


De manera analoga, si f(x) se hes infinita pa- 
ra x= a se define 


b b 
f(x) dx = lím J £(x) dx 


En el caso de que la función se haga infinita pa= 
ra el punto cEÉ(a,b) se consideran los “os integrales 


b 
o + . 
ó' T(x) dx € / f(x) dx que estín comvrendidas 
e 
á 


en los casos anteriores, y se define: 
b S E 
f(x) dx = f(x) dx + f(x) dx = 
a a e 


€ h 
> 138 f(x) dx + lim f(x) ax 


Esrota E, +0 c+ É, 


eS 


En cualquiera de los casos citados ni los 'nites 
considerados existen y son finitos las * :egrales se = 
llaman convergentes. Si los límites ci': +s son infini 
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tos, las integrales se llaman divergentes. 


Para fijar ideas supondremos en lo que sigue, que 
la función f(x) se hace infinita en el punto x= b. 


El caso más sencillo es aquel en que se conoce — 
una función primitiva F(x) contínua en el intervalo 
completo [a,b] pues 


b-E 
¡¡ f(x) dx = F(b - €) - F(a) y al tomar límites 
a 


para E-»o resulta I= P(b) - Fla) , es decir la re 
ela de Barrow es aplicable como en el caso de las inte 
grales ordinarias. Esta conclusión es igualmente cier= 


ta para el punto x= a y para un pun to 
x = c € (a,b). 


Ejemplo 1%: Sea 





dx 2 

+ La funcion primi 
7 

tiva es  -—2 = Xx. que es contínua en [o, 1] luego 


Cuando ocurra lím F(b-—-€)=w la integral es. 
€ o 
divergente de acuerdo con la definición. 


1 
Ejemplo 22: Sea j E + La primitiva es 
Ñe z a 


—L ha - x | que tiene .Íímiré infinito cuando x —»1.: 
La integral,por tanto,es divergente. 

Para el estudio de estas integrales, se emplea un 
método similar al de las series: se establecen modelos 
de integrales convergentes y divergentes y se dan ori- 
terios de comparación entre estas integrales y otras - 
cuyo carácter se intenta averiguar. 


dx 
(b - x) 





b 
La integral prototipo es 1 | (n>0) 
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donde el integrando se hace infinito pa 


x —b. 
Si nf 1 la función primitiva es 
o yl 
F(x) = A Es y su comportamiento» ara x —»b 
depende de mn. En efectos si nx1 )=0 3 
si nov 1 T(b) = wm. 


En el caso n= 1 la función prin. a es 
-L|b - x] cuyo límite para x—»b e 


Ue 


Se tiene, en resumen; 





a 
] dx es convergente cuando 1 41, yes- 
a (b -= x) 


divergente cuando n y» le. 


si la función cuya integral se estuúia se hace in 
finita en el punto x= 


a y se toma como yrototipo la 
integral 





b 
j dx _ y las conclusiones, para los distintos 
a (x- a) 


valores de n son las mismas del caso anterior, 


El teoroma de comparación (para el pinto x= b) 
se enuncia asi; 


Si la función f(x) —=too cuando x—»ob ;, y 

se puede poner en la forma f(x) = q AA 
(b - x) 

Q(x)- está acotada superiormente 


)e n) la inte 
eral es convergente si n« 1, Le 


“Si ocurre que P(x) está acotad: ¡inferiormente 


por un número positivo m, y N y 1 la integral es di-- 
vergente.'" 


En efecto, on 231 priner caso: 





6 $ dx 
En el segundo caso f(x) dx > m 
/ a fb-=x)3 


y como esta integral es divergente por ser n 3% tam 
bién lo será la primera. 


Ejemplos [—2= es convergen 
Va E - x) 


te puesto que eS está acotada superior- 
11+x 
mente ya que p(x) < 1 y n= 2 . 


j 
dx 
En cambio —_—_ es diver-= 
f Gr) y : 


1 


14+x 3 
te en [0,1] por ser Ptx) >. y n=. 


gente ya que P(x) = 3 está acotada inferiormen 


El teorema se enuncia lo mismo cuando la función 
f(x) se hace infinita para el punto x= a , poniendo 
a : Y (x) 
la función en la forma f(x) = A + Las conolu 
(x- a 
siones y la demostración son exactamente igueles. 


2. Integrales en intervalos infinitos, 


Para estudiar úna integral en un intervalo infini- 
to se dan las siguientes definiciones 


Ú 
u 
p 
3 


+o Xx 
f f(x) dx 61 J f(x) dx 
a X—+»00 a 


ta a 
f(x) dx = lím il f(x) dx 
=00 X—>+- DIX 


A Si los límites existen y son finiiov las integra- 
les se llaman conversgenteseo Si los limites son infini- 
tos las integrales se llaman divergentes. 


0 


+0 
Para definir S T(x) dx se considera como su 
-%0 
a (+0 
me de las integrales ÓN £(x) dx 
00 


013 
E 
q 

Z 

e 

E 


supuesto que existan ambas integrales, 


Fl caso más sencillo para el estudio de estas in- 
tegrales es aquel en que se conoce una :nción primiti 
va F(x) del integrando ya que por ejemslo 


+00 
| 2) ax 12m [ru -*(a)] y el carácter do 
a A=++00 


la integral depende del lín F(X) cusco X +io - 
que representaremos por la notación breve Flto ) con 
lo cual se ticne 1= Fltom)- Fla). : 


Analogamente 


lt f(x) dx = 14m [F(a) - F(x )] E) 


0 X= 00 


Ejemplos: 


+00 
a +00 ee —x a 
12) a dx =|-e = 1. Comunrgente. 
o o 


2200: 


Lo] a - yO Tr 
29) ——= = ES tg »] =0>- (- 57) = => . 
0 14+x -0 


Convergente. 


Ho a +00 
39) 4 [? y] =+0m +. Divergsente. 
1 Vx 1 


Si no se conoce una primitiva del integrando o su 
cálculo es engorroso se suele acudir a comparar la in- 
tegral en estudio con otras que se toman como mocelo y 
cuyo carácter se conoce. 





» +0 dx 
Fl modelo mas sencillo es MEA donde a es 
: , a Xx 
un núnero positivo cualquiera. Si n É 1 la primitiva 
—n+1 
es Re E -y su comportamiento para x—>»p3+4 co depen 
- 141 á 
de del valor de n. Sin >1 I-5 73 si nc«C1 
l=- 0. 


Para n= 1 la función primitiva es Lx cuyo 1Í 
mite para x—»+0w esto . En resumen: y 


XL 


a xXx 
y divergente para nS$ dl. 


+00 $$ 
La integral — es convergente para n » 1 


Las mismas conclusiones son válidas pera la 
a 
J ¿X — (donde a< 0) 
o Y 


El teorema de comparación, para averiguar el ca— 
[09] 


rácter de la integral f(x) dx dice así: 
a 


usi la función f(x)> 0 se puede escribir 
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2(x) t Gu) estando acotada superiornen:te para too 

11 - n 

ya la función P(x) es decir (P(x)$ M y siea 

do n> 1» la integral es convergente”. 
"si Qlx)>m>0 y nsg1 la integral es - 

divergente". 


La primera parte resulta del siguiente ruzonamien 





to; 
Xx X p(:) ñ 
[ f(x) dy = al > dx £ "/ Y Por tanto 
a a x a X 
E a ¿1 
lim f(x) dx S M lím ==. a 
X+io Ja X>to J, a Sl 


luego la integral es convergente. Análogenente se prue 
ba ta segunda partes 


co 2 

Ejemplos: 1%) Sea J/ e* dx . Se puede poner 
A / 
e 





por ejemplo e = 5 + La función 


2 -x 2 ; 
Plx) = x% e esta acotada superiormerle ya que tie 
ne un maximo relativo (que también es el máximo absolu 
to) para x= 1. Luego puede tomarse como cota el núme 


ro M= el. Como n= 2 la integral resulta converga 
te, . a 


[e.) 2 
22) Soa E ax + Como P0)= 112 
1 x 


Y n= 3 la integral es divergente. 


NE 3 ; 
iota. Las integrales que hemos estudia. en este tema 
se llamen intesrales impropiase Po. de ocurrir -—- 
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aue en una misma integral se den las dos causas de im- 
proviedad, es decir rpuede hacerse infinita la función 
integrando en algún punto del intervalo de intesración 
que a em vez es un intervalo infinito. En tal caso se 
descompone la integral en dos, cuda una de las cuales 
conserva una sola causa de impropiedad. Un ejemplo — 
aclarará la cuestión. 


cm 
La intesral ] q?! .e* ax donde p es un nú. 
o 


mero Teal puede tencr ambas causas de impropiedad sí 
p € 1. Para el estudio de esta integral se elige un. 
número cuélquiera por ejemplo de pura descomuoncrla -.. 


-1 de LESS je) 4 e 
asis I-= J te dx .f xP «¿e *tdx, 
o 1 


Le primera de estas integrales converge si 1 -— p < 4 
es decir po>oO, 
La segunda integral converge tambien pgra p > O, pues 
to que el integrando se puede poner asi 
S-1 == 
p-1 x_x” . es És e 
x e. rc > y la funcion 
x 





P(x) = PH e Y está acotada para todo x > 1 ya 
que tiene un máximo relativo (que también es máximo - 
absoluto) para x= p+1 luego 


P(x) £ (p + a (241), 


En resumen la integral converge para p>0, 
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Tema _13. CONVERGENCIA UNIFORME. SERIES DE POTENCIAS, -— 
DESARROLLO EN SERIE DE FUNCIONES ELELENTALES, 
SERTES TRICONOMETRICAS. 


1, Series funcionales.- Convergencia uniforme, 


Una serie funcional es una serie cuyos términos -— 
son funciones de una variable x definidas en un cierto 
intervalo. 


Se representa por la notación Uy (x) + us (x) Mt 
+ u, (x) + ... Si damos a x un valor x = x, se obtiene 
la serie numérica uy (x,) 4 u,(x,) +... + u, (x,) ER 


que puede ser convergente ó no serlo, 


Se llama campo de convergencia de una serie funcio 


nal al conjunto de valores de x que sustituidos en la 
serie la convierten en una serie convergente, Designa- 
remos este conjunto por , Y Supondremos que está — 
formado por uno o más intervalos, 


Podemos definir una aplicación en la cual a cada 
x€ se le hace corresponder el valor de la suma de 
la serie numérica convergente ps resulta, Se suele es 
cribir S(x) = uy (x) + uz (x) + vt u, (x) + .,. y más 


brevemente a = S, (1) +R y (xd, donde $ px) represen 


e la suma de los n primeros eEinos de la serie y - 
R_(x) se llama resto n-ésimo y vale 


R,(x) = Ma+7 (x) + Un 4o(X) Eso. 


De acuerdo con la definición de converszencia de - 
ua serie se puede escribir, para Xx, € 


n 


S(x,) = lim S(x_), lo que implica lim R,=0 6- 
n—*00 n —00 


Sea a, (x A € para todo na>N, 


Pero ocurre que para otro valor X, e£ y Se cum— 


e ln, (x, | <E€ para n>»3 N, donde a, es en sene-— 
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ral diferente de N, En otras palabras: el número N de 
términos que se deben tomar para conseguir que el res- 
to sea en valor absoluto menor que E, depende no sola 
mente de É sino también de x. Si se puede encontrar -— 
un valor WN tal que [2, (| <EÉE para n>N, cualquie— 
ra que sea xÉ€ [a,b] C € se dice que la serie conver 
ge uniformemente en el intervalo [a,b]. 

Como ejemplo consideremos la serie 1 +x + xt... 
o A campo de convergencia B es el interva 
lo (-1,1). Para todo xé€ Ni 


n 
Xx 
= 1 


1 1-x 
S(x) “Fez Y S, (x) a 





> R, (x) =73 


Sin embargo la serie no es uniformemente conver— 
n 


gente en dicho intervalo ya que debería ser |, Xx [<e 
= xl” 


ara ny YN y esto no es posible ya que por grande -— 
que se elija N existen valores de x próximos a 1, que 
no cumplen la desigualdad anterior. Sea por ejemplo 





€ - 1073, 6 
n =6,10 6 
Para n= 10%, x= 1-10 E ID »E 
10 E 
12 
pa _2a012,10 12 
Para n= 1012, x = 1-107%, E - AA 10 sE 
10 
etc. 
2. Propiedades de las series uniformemente convergen 
tes, 


Continuidad. Si una serie de funciones contínuas 
u, (x) 1 u,(x) 2 4 u, (x) +... es uniformemente con 


versente en un intervalo [a,b) su suma Ss(x) es una fun 
ción contínua en él, 


LN 


ra En efecto sea xÉ [2,») y h un incremento de x 
al que x4h € 2,1). Se tiene Síx + h) - S(x) = 


= 5, (x +h) - S_(x) + R,(x + 2h) — R,(x), luego 
Is(x + 2) - s(x)|s [s,(x Lu s (12) É [a (a +a)) + 


+ [xo] . Se podrá encontrar N (en virtud de la con-- 
Vergencia uniforme) tal que para n»N sea [r, Ge) < £ 
y [rx < £ . Fijado concretamente un valor de n - 


que cumpla esa condición, se podrá hacer tomando h su- 
ficientemente pequeño en valor absoluto 


[s,(x + 1) - 5,0] < E 


de la función contínua Ss, (z), cuando la variable x ex- 


por tratarse del incremento 


perimentue un incremento h, En resumen 


Ís(x 1h) - s(a)] < + ¿L ¿£ = É como se quería 
demostrar, 
Integrabilidad. 


"Si se integra térmipo a término una serie funcio 
nal, en un intervalo [a,b] donde la serie es uniforme- 
mente convergente, se obtiene una serie numérica cuya 
suma es igual a la integral, en el mismo intervalo, de 
la suma de la serie dada". 


En efecto como S(x) - 5, (x) a R, (x) integrando 


en (a, v] ambos miembrog se obtiene 


y [s(x) - 3, (0)] dx f R, (x) dx 
a a y 


y de aquí se obtiene 


| S(x) dx - 5, (x) ON |s(x) - 5, (1) ax = 
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sa b 
-f Ir (fax « €(r - a), ruego | S(x) dx = 
4 a 


b 
a - eS 
= lin s, (x) dx , como se quería demostrar. 
n—o ya 


gre en un intervalo [o,Xx una serie uniforme— 


Con razonamiento [ox] 0 Lo» se_prueba que si se inte 
mente convergente, se obtiene al serie funcional, cu- 


X 
ya suma es la función / S(x) dx. 
a 


Finalmenies "Si se forma una serie de primitivas 
MN Io z 
q (x) + po (x) lo... HQ Ax, +... de los términos de - 


una serie uniformemente convergente u,(x) + u,(x) + .. 
> 1 2 
+ u, (x) +». la suma de la serie 2, (x) (supuesta con 


vergente) es una función primitiva de S(x)". 
Ej efecto se tiene (x) de u y E3t) dx+xk  lue 


go = P; (x) Es S (x) dx + E luego 


Xx 
Dx) El S(x) dx +k donde hemos llamado MP(x) a la 
.s : 
suma de la serie de las ES yka la suma de la 
serie de las constantes K; 


La ig ualaad rad demuestra que H: (X) = S(x) - 
como se quería demostrar, 


Este último teorema prueba la propiedad de deriva 
ción de una serie funcional que se enuncia asi: 


"Si una serie funcional 9, (2) + Po(x) Eva 
P,(x) + ,,. convergente en un cierto intervalo, se — 


deriva término e. término y se obtiene una serie unifor 
memente convergente, Su suma es la derivada de la suma 
de la serie dada", 
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3. Criterio de convergencia uniforme, (Weierstrass) 
"Dada una serie funcional uy (x) + u, (1) + ... + 


+ u, (a) + ..., si existe una serie numérica conver— 


gente de términos positivos, cuyos términos sean res- 
pectivamente mayores Ó iguales en valor absoluto que 
los de la serie dada, es decir u, (1) $2, en todo un 


intervalo, la serie funcional es uniformemente conver- 
gente en dicho intervalo", (La serie Za, se llama se- 


rie meyorante de la serie funcional), 
En efecto | (0)]g fu, y, Co] + fu, (ml+ «e 


1 = 
$ ant: + amyo +... = 2, donde hemos llamado a al 


resto enésimo de la serie numérica Z a, ; pero como es- 


ta serie es convergente, dado un número positivo € ar 
bitrariamente pequeño se puede encontrar N tal que 
Tr, < € para n 2 N, Para tales valores de n será por - 


tanto [2,60] <E ,, con independencia del valor de x 
en el intervalo considerado . 
Ejemplo. La serie funcional 


2 1 4 1 6 ; 
Pr sen x +7 sn X +... admite 


como serie mayorante para todo valor de x, la serie - 


1 
1 +5 sen 


no. 1 1 1 
numérica 1 + 2 + 2,8 + 27406 +... que es convergen 


tez por consiguiente la serie dada es uniformemente - 
convergente en todo el campo real. 


4. Series de potencias 


El caso particular más sencillo de series funcio- 
nales es el de las llamadas series potenciales que son 
A 


: a 1 
del tipo a, +:a, x+a, x tonta 14h ó 


A 00 n 
abreviadamente X a xXx. 
ñ=o N 
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Supondremos que los coeficientes de la serie así 
como los valores de x son números reales, pero advir— 
tiendo que muchos de los resultados que obtendremos -— 
son válidos también en el campo complejo. 


Para estudiar la naturaleza del campo de convergen 
cia, apliquemos el método de Dirichlet consistente en 
la consideración de la serie de valores absolutos 


la] + Ja,x] +... + [a,x”| + ... El criterio de la - 


. d á . Ú n 
raíz nos dice que si lim aX | <1 la serie conver 
n—»+00 a 


ge (absolutamente). 


Si llamamos lim Vr | = L debe cumplirse 
moco 4 A 


Re 
L [x]<1, o sea [x[ £ — . El número —=— se suele de 


signar por R y se Ylama Radio de convergencia de la se 
rie de potencias. E 


z n 
Si |x] > =]— , se verifica 2 Via x"]>1, con 
lo cual la, x”| >1, y por tanto la serie dada no con— 


verge puesto que su término general no tiende hacia ce 
ro. 


Si |x] = — nada pmede asegurarse en general so 


bre la naturaleza de la serie, y habrá que averiguarlo 
en cada caso concreto, 


En resumeng en el interior del intervalo de valores de 
X; Ln, R| la serie potencial es convergente (de ma- 
nera absoluta). En el exterior de dicho intervalo la - 
serie no converge. En los extremos del intervalo nada 
puede asegurarse en general, Por ello el intervalo 


(-R, R) se llama intervalo de convergencia. 

Se puede dar otro criterio práctico para calcular 
el número R, aplicando el criterio del cociente, en lu 
gar del criterio de la raíz. En efecto si 
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a+ 


lim A < 1 le serie converge (de manera - 
n—+*00 no. X | 


a 
absoluta). Si llamamos lim Vr = L la condición 


nm | 2] 
anterior se escribe L.f|x]<1; luego debe ser 


Ixf< —- . El número R-= — es el radio de conver- 


gencia buscado, 


si Ixl >»R los términos de la serie crecen en va—- 
lor absoluto al crecer n, luego no tienden a cero y la 
serie no es convergente, 


Nota.,- Cuando se estudia con más profundidad la teoría 
de las series de potencias se considera también 


el caso en que no existe lím Vie, | , Pero para las — 
n=»00 

aplicaciones corrientes es suficiente conocer los ca— 

sos citados, 


+ Convergencia uniforme de las series potenciales,—De 
rivación e integración. 


"Una serie potencial converge uniformemente en —- 
“cualquier intervalo cerrado contenido en el intervalo 
de convergencia", 


En efecto sea el intervalo [2,7 donde r «€ R, 
La serie potencial admite como serie mayorante 

2 la [-* que es convergente, luego en virtud del cri- 
n 


terio de Weierstrass, resulta la convergencia uniforme 
de la serie potencial, 


Derivación. La serie a, + 28, X + 3a, Y +... 

+ na, NN gen ... Obtenida por desición de los térmi. 
nos de la serie dada se llama serie derivada, "Es fácil 
comprobar que el radio de convergencia de la serie den 
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rivada es el mismo que el de la serie dada. En efectos 
si aplicamos, por ejemplo,.el criterio del cociente sé 








Tn 8 a 
tiene lim = lim 1d 2 |- 1, 
(n-1 da n-1 
n=+00 n-1 n-—»00 n—.o ] n-1 


1 
luego R= * 


Como la serie derivada es también una serie de po 
tencias de radio de convergencia R,_es uniformemente -— 
convergente en cualquier intervalo [-z, rf donde r< R, 
luego en dicho intervalo, su suma es igual a la deriva 
da de la suma de la serie dada, según lo que se ha vis 
to en 2), Aplicando este resultado de forma reiterada 
resulta que la derivada enésima de una serie potencial 
se Puede calcular derivando n veces cada uno de sus = 
términos, . 


Integración. Una serie potencial de radio de convergen 
cia R se puede integrar en cualquier intervalo conteni 
do en el campo de convergencia uniforme, (véase 2), 


Si se forma una serie convergente de primitivas -— 
de los términos de una serie potencial, la nueva serie 
potencial obtenida tiene por suma una función primiti- 
va de la suma de serie dada. La demostración se dio en 
2) para una serie funcional uniformemente convergente, 


Nota_1%, Un teorema debido a Abel, permite "ampliar" — 
el campo de convergencia uniforme de una serie poten— 
cial, Dice así; 


"Si una serie potencial converge en un punto x_, 
es uniformemente convergente en el intervalo [o, xo Mo 


Este teorema permite extender el campo de conver— 
gencia uniforme hasta los extremos del intervalo de - 
convergencia si en ellos la serie es convergente. 


Nota 2%, Todas las propiedades estudiadas para una se- 
rie de potencias de x, son válidas para una serie de - 
potencias de x — a, 
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6. Desarrollos en serie 


Desarrollar una función f(x) en serie de poten— 
cias significa obtener una serie potencial cuya suma — 
en todos los puntos de su intervalo de convergencia, - 
coincida con el valor que adquiere la función en dichos 
puntos, 


Supongamos que la función f(x) admite un desarro- 
llo en serie de potencias de x, es decir 
O A E A 
o 77 2 n 7 
igualdad que es válida para los puntos del intervalo - 
de convergencia. 


Por aplicación de lo dicho acerca de la deriva- - 
ción de una serie potencial resulta: 


2 


f'(x) = a, + 2a,x + Ja,x +... + (n+1)a, 47 Esto 


1 2 3 
" E o 1 
f(x) = 2.1.2, + 3.2.8,X +... + (n+1)n aX Peon 


etc. 


2 


Haciendo x= 0 se obtienes £(0) = ar £'(0)=a, 


(n 


£"(0) = 2l a, o... £ (0) = n! a, luego se tiene el - 


2 


(n 
siguiente resultado general AE £ 0 lo que permi 
te afirmar: 


"El desarrollo en serie de potencias de Xx de una 
función f(x) cuando existe es único y viene expresado 
por la siguiente fórmula llamada del desarrollo de 


Mac — Laurin; 
(n, 
y E 


f(x) = £(0) NE 


La unicidad del desarrollo se deduce del significado -= 
de los coeficientes, 
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Para que una función f(x) se pueda desarrollar en 
serie de potencias se necesita en primer lugar que ad=- 
mita infinitas derivadas para x = O, Pero además se ne 
cesita que, construída la serie Za, x” donde 


n 
Es 0 : . 
a, = 0 , Su suma en el campo de convergencia coin 


cida con f(x), Para examinar esta cuestión recordemos 
que la fórmula de Mac — Laurin (pág. 122) expresas 


(n 
£(x) = £(0) 440 ¿210 72 4 ¿O 


+ 7, (x), donde el término complementario tiene 


cualquiera de las formas de Lagrange o de Cauchy. Lla- 


marido SS 
Ss.) - 191 42... ¿250 


n! Pod emos 


escribir f(x) = Ss, (x) + T,(x), y se trata de averiguar 


cuando coincidirá f(x) con la serie, es decir, cuando 


só £(x) = lim S, (x) 
n-—sen 
La respuesta es inmediatas cuando lim T, (x) = 0 


n—+00 


"Para que una función f(x) admite un desarrollo 
en serie de potencias de x es necesario y suficiente 
que admita infinitas derivadas en el origen y que el 
término complementario T, (1) de la fórmula de Mac-Lau 


rin tienda a cero cuando n —»=w", 


Debe observarse que esta condición implica la - 
convergencia de la serie de Mac-Larin, puesto que 
Ss, (x) tiene límite f(x). 


En la práctica, sin embargo se sigue el siguien- 
te procedimiento para desarrollar en serie una función 
f(x): 


12) Se calcula la expresión general de sus deriva-- 
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das, o al menos sus valores para x= 0, 


22) Se determina el campo de convergencia de la se- 
rie de Mac—-laurin formada por estos coeficientes y 


32) Se desechan aquellos valores de Xx que no cun- - 
plan la condición lím Ta, = 0, 


n—o 
7. Desarrollo en serie de algunas funciones elementa— 


les, 
12) Desarrollo de la función exponencial e* 
Todas las derivadas de la función e* son iguales 


( 
a e* y por tanto f'"(0) = 1, de modo que la fórmula - 
de Mac-Laurin se escribe en este caso así; 


Xx 
21 


El radio de convergencia de la serie de Mac-Laurin 
es infinito ya que la razón del coeficiente de un tér- 


n 
x x x 
e =1+47+ Ho... +57 +72 (x) 


] ] 1 a 
mino al anterior es == y su límite para n —»00 es — 
cero. 


El término complementario escrito en la forma de 
n+71 
Lagrange es T (x) = mt eE donde 040 < le 


Cualquiera que sea x resulta Pu acotado entre e” = 1 
n+1 
y ES y como a , término general de la serie - 
obtenida tiende a cero para todo x resulta lim 7, (x)=0 
n-—»00 

x x ,X po 
Por tanto, el desarrollo e =1+ RH+ —=4,, +4 

11. 21 n! 

+... es válido para todo valor real de x. 
En particular para x= 1 se obtiene la serie nu 
A 1 1 

mérica 1 ++ +3 +... +ar > +... Cuya suma es el 


número €. 
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22) Desarrollo de las funciones circulares 
22) Desarrollo de Jas funciones circulares 

las derivadas sucesivas de la función 3 = sen x 
son: 2! = 008 X, Z'" = — sen xy 2"! = — COS Xx, 


q EV = sen x que como se ve Se repiten cada cuatro -— 
términos. Los valores que la función y sus derivadas — 
toman en el origen son respectivamente; O, 1, O, -1 a 
La fórmula de Mac-Laurin nos das: 


y + a (2) 
91 3! 5! (n=1)1 


De forma análoga se Pen. 


sen X = 


119) 
QS 
+ 
A 
N 
[a] 


GR 
cos x= 1-39 + gr... = Tar +? (z) 


Las dos Series correspondientes son convergentes para 
todo valor de x, pues la razón de un coeficiente al an 
terior, tomada en valor absoluto, tiende a cero, 


Los términos complementarios son de la forma: 


ST sen (0x) ó bien ET cos (8x). Como ll es el tér 


mino general de la serie exponencial convergente para 
todo x, resulta que ambos casos lim T_(x) =0, 
n—+00 


Fórmilas de Euler, Es inmediato comprobar que la serie 


. Xx . 
exponencial 25 7 es convergente incluso cuando x es 


un número eembladós Por eso si en lugar de x ponemos 


1t y separamos las partes real e imaginaria , del resul- 
tado se obtienes 


¡ 2 3 5 

11 4 t (5 t t 

E ES o a 

Ó bien call = cos t4 i sen t, Cambiando t por —t re-- 
it 


sulta: e “" = cos t- iosen t. Por suma y resta se ob- 
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tienen estas dos importantes fórmulas llamadas de Eu- 
ler: 
z e A at 
et y git A att 
cos t OR y do A 


mediante las cuales se puede ver la estrecha relación 
que existe entre las funciones hiperbólicas y circula- 
res. Resulta en efecto evidente que ch(ií1) = (08 t ,, 
sh(it) = i sen t , y por división; t0(1%) = 1 tg t. | 


Puede también comprobarse que cos(it) =cht,, 
sen(it) = i sh t , y por división: te(it) = i th t. 


32) Desarrollo de L(1 + x) 


La función L x no es desarrollable en serie de — 


potencias de x, es ni ella ni sus derivadas están de 
finidas en dieke punto, O 
En cambio para la función = L(1 + x) se tiene: 
—2 


ao” atea da ASA is 
ADA 


La fórmula de Mac-Laurin expresa; 
2 3 n 
x Xx x lx 
L(1 + x) = cia SES = ... E 
En la serie correspondiente la razón de un coefi- 
ciente al anterior, tomada en valor absoluto tiende ha 
cia 1. luego el radio de convergencia es la unidad, He 
cho el estudio de la serie en los extremos 1 y -1 del 
intervalo de convergencia, resulta convergerte para - 
X= 1 (por ser una serie alternada que cumple las con- 
a señaladas en la página 64), y divergente para 
= —1, El campo de convergencia es, pues el intervalo 


(LN Y 


Si-1<x< 1 el término complementario er. .1 - 
forma de Cauchy, es: 


n n! 
CO en 
7. 1+40x * 314 0x 
En el intervalo considerado -9 < Ox de donde 
[24 
¡-0<1+0x luego 2, (x)] € ax: Como el de- 


nominador se mantiene acotado entre 1 y 1+x y 

dl —» 0 por serix[|< 1 resulta T, (x) — 0. 

Para x = 1 el término complementario de Lagrange da 
n n 


Por consiguiente, es válido en todo el intervalo 
A1<xs1 el desarrollo 
n 


Lea) Fr IE. 
Si se pone —x en lugar de x resulta el desarrollo 
” 2 3 n 
L(1-x)= a +5 ee -= = ... válido para 
A£x<l. 
Restando ambos desarrollos resulta (para -1 < x « 1): 
21442. x ra de FE Sad ...3 recuérde 


se que el primer miembro es el valor de la función 
% = arg thx, 


tálculo de lo aritmos. La serie obtenida como desarro- 
llo de L(1 + x) es de convergencia muy lenta, Así por 
ejemplo, para x= 1 se obtiene L2= 1 -l +3+ ... 
+1 

"51? +... Para calcular L 2 con error menor que 1073 
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z 1 
habría de tomarse hasta el término 799 . 

Se evita este inconveniente mediante las siguien- 
tes transformaciones que conducen a una fórmula recu— 
rrente, para obtener L(n + h) cuando se conoce Ln, 


Para ello basta calcular el incremento 





¿n+h Ñ n+h 1>+x 
Lín +h)-Ln=L 7 BE A AS 
es decir X= == < 1, aplicando el desarrollo de 


la función arg th x obtenióo antes resulta: 


: (Ax h 1h 43 
O 


gel ln T Y + 2 que es la fórmla busca- 
da, 
42) Bernie binbnica 
Se llama así al desarrollo de la función 
(1 + x)" donde m es un número real, 


Las derivadas sucesivas son: 
pa E gn = m(m - 1) (1 pe yy... 


cdt) so (mon+i). (149 


y la fórmula de Mac-laeurin nos da: 


(1472 14 (fx + (Ds A 


a! =m(1+x 


Para calcular el radio de convergencia se tiene: 
a 
| n+1 1 Im - nl 
A? HAGO + 1 para now luego E=1, 
ja | n +7 
n 

Veamos ahora si lea serie obtenida coincide en to- 
do su intervalo de convergencia con la función dada. - 
El término complementario de Cauchy se escribe así; 
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- —m- n_n+1 
2 (x) Hd e o y rn 0 





AE ON 


El producto (n + 1) o) x” es el término gene= 
ral de la serie derivada, y tiende a cero por ser la - 
serie derivada convergente para -1< x «1. El produc- 
tox (1 + ox)a71 se encuentra acotado y finalmente — 


-8 
Te por ser 1-0<71 + ex para -1<x «1. 
Resulta, pues, que T, (x) — 0 cuando n—» wm. 


"El desarrollo (1 + x)" = 14 (Ox + Da +... + 


+ (Mm, +... es válido en el intervalo -1< x < 1". 


Cálculo de raíces 


La serie binómica permite calcular con cuanta. pre 
cisión se quiera, las raíces de los números, 


Así por ejemplo sea el número entero Á y sea a -— 


una raíz cuadrada por defecto. Poniendo A = al +x - 


serás 

1 1 f 2 3 
VA = (120 2 ar + 5% = a -E 4 E.) 
al 2.2? 841 1625 





: mos .  X 
Esta serie converge muy rápidamente si PAS pe- 


queñoj como se trata de una serie alternada se conoce 
el error que se comete cuando se toma un cierto número 
de términos de la serie, y no es otro que el primer -— 
término despreciado; puede saberse también el sentido 

A A : 2 Xx 
de la aproximación. Por ejemplo si se toma YA = a + 2 
se tiene una aproximación por.exceso y el error es me- 


nor que 1/88). 
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Otros métodos de desarrollo, 


Á veces, para desarrollar en serie una función se 
acude al desarrollo de su derivada (que tiene el mismo 
radio de convergencia) y se integra después el. desarro 
llo obtenido. 


Sea por ejemplo el caso de la función z=arc tg x, 
Calculando la derivada se tiene . 








z! = ] 5 = 1 A AE (4£xc1) 
1+x : 
Formando una serie con las primitivas resulta: 
3 5 2n+1 
x Xx lx - 
E a A DS z 1 
aro tgx=C0+x ES 2 yr ++. 


(a £x<1) 


debiendo ser nula la constante, puesto que la función 
(y por tanto la serie) se anula para x= 0, 


Desarrollo por el método de coeficientes indeverminados 


Cuando la derivada enésima de una función tiene - 
una expresión complicada, y resulta difícil aplicar la 
fórmula de Mac-Laurin, se recurre al método de coefi--—.,. 
cientes indeterminados que consiste en designar por le 
tras los coeficientes del desarrollo buscado admitiene 
do su validez en un cierto intervalo, y expresar sobre 
esta serie desconocida las condiciones que caracteri— 
zan a la función dada; al identificar los coeficientes 
de las mismas potencias de x que aparezcan en amoos — 
miembros resultan ecuaciones de oondición que permiten 
calcular sucesivamente los ccefioientes descorocidos.- 
A continuación hay que estudiar la convergencia de la 
Serie obtenida, puesto que las operaciones que se han 
efectuado sólo son válidas para los valores que la ha- 
cen convergente. 


La condición que caracteriza a la función deda — 
puede ser una ecuación a la que satisface dicha fun— 
ción, o una relación que la liga a sus derivadas ,..... 
eto, 
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Veamos, por. ejemplo, la aplicación del método al 
desarrollo en “serie de una función racional que supon- 
dremos propia. 

a a, x+... > 8. .x> 
Se debe tener ES - == 
E A 
o 1: a 


2 n . 
S , 4 
=0,+0¿X+0,x hos. +o x boo. 


de donde se deduce, la ¿ondición 


a, +2, 1+a, E a, xP = (b, + D, dado 20) 
: E - 2 Y 
a Hesiho Xx + 


Igualando los coeficientes de iguales potencias - 
de x se: obtiene el ' sistemas 


e...) 


a, = d, So 
a = b Cy + b, So 
a, =D, e, + by Cy + db, CS 
= + +... + 
8, bo % b, So-1 Ba % 
O = 1% ml + D, + coo + Ba id (n> p) 


de donde se despejan. sucesivamente los coeficientes co 
Cy1 93 .o» 

Puede observarse que estos coeficientes son los - 
mismos que resultan si se divide ambos: polinomios pre- 
viamente ordenados con arreglo a las potencias crecien 
tes de x. 


Para obtener el radio.de convergencia de la serie 
resultante hay que encontrar las raíces. (reales o com- 
plejas) del polinomio denominador. Se demiestra que el 
radio de convergencia es el menor de los números [x;|, 


=- 227 - 


[22] , e... |x| es decir el menor de los módulos de — 


las raíces del denominador, (se supone Ba 0). 


Nota: Al final de estos apuntes se hará figurar como —- 
apéndice "Idea de series trigonométricas", 
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Tema 14+- NUMEROS APROXIMADOS, REGIA DE CALCULO, DIFE-. 
RENCIAS FINITAS. INTERPOLACION. 


1. Cálculo con números aproximados 


La necesidad del estudio de las operaciones con -— 
números aproximados surge del hecho de que los resulta 
dos de una medida siempre se obtienen con un cierto -— 
error cuya cuantía depende de la habilidad del opera— 
dor y de la perfección de los aparatos empleados. Cuan 
do dichos resultados de medidas son datos de un proble 
ma se comprende que la solución también vendrá afecta= 
da de error, Por otra parte cuando en una operación 
hay que manejar números reales cuya expresión decimal 
contenga infinitas cifras, al tomar sólo alguna de .— 


ellas se opera, no con los valores exactos, sino con - 
otros aproximados. 


La teoría de errores debe considerar un doble pro 
blemar 


12) Problema directo: Conociendo el grado de preci- 


sión de los datos de una operación, averiguar el grado 
de precisión del resultado, 


22) Problema inversos Cuando se desea el resultado 
de una operación con una precisión fijada de antemano, 


averiguar la precisión con que hay que conocer los da- 
tos. 


2, Error absoluto, Cifras exactas de un número aproxi- 
mado. : 


! Daáo un número A del cual se conoce un valor apro 

| ximado A! se llama error absoluto de A y se representa 
por AA, a la diferencia JA =A' - A. Si A' 9. A la - 
aproximación se llama por exceso y si At< A vor de— 
fecto. 

No se suele conocer en los casos prárticrs el va= 
lor de Aa, ni su signo por lo que casi siempre se ma— 
nejan números mayores que ] AA], a los qu+ se llama 
cotas Ó límites superiores de error absoluto, 
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' A 2 
Cuando en la expresion decimal de un numero 


Y s z Ñ 
A=E,ab ¿3% xk]l... se suprimen las cifras que si- 
guen a la de lugar n, se comete un error absoluto me— 


nor que —= , es decir menor que una unidad decimal -— 
10 
del orden de la última cifra conseryada. 


Si se incrementa la cifra k en una unidad, el — 
error cometido tiene la misma cota que en el caso ante 
rior. > 


En efecto, en el primer caso se tiene 


ACE ab... ki; por tanto par - af — 


10 10” 
y la aproximación es por defecto. 
En el segundo caso se tiene Ad —= YA! 3 lue- 
10 
go también la: - a] < — y la aproximación es por 


10 
exceso. 


Puede mejorarse la precisión que se obtiene me— 
diante el teorema anterior, del siguiente modo: Cuando 
en la expresión decimal de un número A= El a b ,..kfl 
+«« Se suprimen las cifras que siguen a la de lugar n 
dejando la cifra k invariable si 145 ,o incremen- 
tando la cifra k en una unidad caso de ser 135, ose 
obtiene un valor aproximado con error absoluto menor - 
que —=. 10% , es decir menor que media unidad del 
orden de la última cifra conservada. La demostración - 
es totalmente análoga a la del teorema anterior. 


Cifras exactas 


Se dice que un número aproximado tiene todas sus 
cifras exactas cuando su error absoluto es menor que -— 
una unidad del orden de su última cifra. Por ejemplo - 


a 


3'1416 es un valor aproximado de MX con todas sus ci- -= 
fras exactas, porque su error absoluto es menor que — 
una diezmilésima. 

Es muy conveniente en diversas ocasiones, cuando 
se conoce un valor aproximado y su cota de error, de— 
jarlo reducido a un valor aproximado con todas sus ci- 
fras exactas. Esto se consigue en general prescindiendo 
de algunas cifras y hay que comprobar en cada caso que 
la suma del error absoluto que ya tenía el número apro 
ximado inicial, y del número formado por las cifras su 
vrimidas, no pasa de una unidad del orden de la úl tima 
cifra conservada. Un ejemplo aclarará esta cuestión: - 
Si el número 8!5745 tiene un error absoluto menor que 
0,003, el número 8'57 tiene todas sus cifras exactas,- 
ya que la suma 0,003 + 0,0045 = 0,0075 es menor que 
una centésimas 


Cuando se conoce el sentido de la aproximación — 
son de mucha utilidad los siguientes teoremas; 


Si un número A! = El ab+% ko... tiene un error 


absoluto AA — y está aproximado por defecto, - 
10” 

prescindiendo de las cifras que siguen a la cifra k de 

lugar n e incrementando k en una unidad se obtiene un 

número con todas. sus cifras exactas. 


Analogamente: Si un número A'= E! ab Ex ... 
tiene un error absoluto AAC — y está aproximado 
10 


por exceso, prescindiendo de las cifras que sigueñ a la 
cifra k de lugar n, se obtiene un número con tods. sus 
cifras exactase 


Demostremos, por ejemplo, el primer teorema, 


Como se sabe que E, ab... k1l...<AXE, ab 
«es (k +4 1) l ...) el número El ab... (k4 1) se 
diferencia de A menos de una una unidad decimal de or- 
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den n, luego tiene todas sus cifras exactas. 


De forma análoga se prueba el segundo caso. 


3. Error relativo 


El error absoluto por sí solo no indica nada acer 
ca del grado de precisión conseguido con el valor apro 
ximado. Por ejemplo, si se sabe que al medir una longi 
tud L se ha cometido un error de 1 metro puede ser in. 
dicio de una medida muy precisa si L significa la dis 
tancia Madrid-Barcelona, o de una medida poco cuidada 
si L significa el ancho de una calle. 


Se introduce por ello el concepto de error relati 
vo que se obtiene al repartir el error relativo entre 
la cantidad medida. 


Se llama error relativo A al cociente X= La 
entre el error absoluto y el número exacto. 


Como en los casos concretos no se conoce ni Aa 
ni A hay que limitarse a acotar el módulo de A, po -—' 
niendo en el numerador un número mayor que AA y en el 
denominador un número menor que A. La norma que se si- 


gue es la siguiente: el error relativo del número 


Y ] ] 
ab ¿5 k que tiene todas sus cifras exactas es 
1 


a 
e A 10 2 
fra significativa seguida de tantos ceros como cifras 
exactas sigan a la primera; no es necesario considerar 
la posición de la coma en el número ya que la fracción 
anterior np cambia multiplicando o dividiendo por un — 
mismo número sus dos terminos. 





es decir la unidad dividida por la 12 ci— 


Para resolver el problema inverso, como 
AA=XA.A , para acotar AA basta tomar en lugar — 
de X su cota, y en lugar de A un número mayor que el 
verdadero. La norma que suele seguirse consiste en to- 
mar como número mayor que A, el formado incrementando 
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en una unidad la primera cifra significativa. Veamos — 
un ejenplos si el valar 3'1416 tiene todas sus cifras 
exactas una cota de su error relativo es 

E 

30000 ” 


Si el número 0,3745 tiene “ina cota de error rela- 


tivo de er su cota del error absoluto se obtiene así 
10 


3 12 
[As|<-G- O 


4. Errores en los resultados de operaciones. 


Vamos ahora a calcular el error absoluto de una - 
suma Oo de una diferencia de números aproximados asi co 
mo el error relativo de un producto,de un cociente o - 
de una raíz, 


Suma y diferencia 


Si los datos son A! = A+ AA ,, B'=B4 AB 


sumando miembro a miembro se o5tiene 
A+ B' = (A+ B) + (44 + AB) . Por tanto: 


*El error absoluto de una suma es la suma de los 
errores absolutos de los sumandos", resultado que se 
generaliza sin dificultad al caso de ser más de dos — 
los sumandos. : 


Restando miembro a miembro las igualdades (1) se 

obtiene: 
A1-B!=(A-B)+(Qa-AB), o sea: 
El error absoluto de una diferencia es la dife— 


rencia de los errores absolutos de minuenio y sustraen 
dot, 
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Producto, cociente y raiz, 


Si se multiplican miembro a miembro las igualda— 
des (1) se obtiene: 


A1.B= ABLA. AB+B.AA2AA. AB 
luego el error absoluto del producto es 
Ar. .B UA. B=A4. AB+B.A4+ AA. AB 


y su error relativo es 


A1.B'-4.B_2A4,A3B,A44 AB 
TA O O A 
y si llamamos A y fM a los errores relativos de los — 
factores resulta € = «+p +B 


"El error relativo de un producto es igual a la -— 
suma de los errores relativos de los factores mas el 
roducto de dichos errores relativos", 





Para el caso de un cociente se tiene 


A+ a A 
5 e 


El error relativo se obtiene dividiendo por 5 re- 


sultando 
Bs _ Az 
2 
ETT. 


siendo A y Pp los errores relativos de dividendo y dí 
visor, 


e . 
Para el caso de una raiz cuadrada se tiene: 


ZN = A 
YA - YA = VA+ AA- vA= TT 


El error relativo se obtiene al dividir por yA, resul 
tando 
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ue 
Vi+oA+ 1 


En casos más complicados hay que acudir a la fór- 
mula de Taylor de las funciones de varias variables, - 
como veremos enseguida para poder determinar los erro- 
res absoluto y relativo del valor de una función. 


Pero antes veamos cómo se obtienen cotas prácti-- 
cas de los errores, en los casos sencillos citados, asi 
como algumos ejemplos. 


Cotas prácticas de los errores absolutos y relativos, 

Para la suma y la diferencia se toma como cota — 
práctica del error absoluto del resultado la suma de — 
las cotas o límites de error de los datos, ya que no — 
se suele conocer el sentido de la aproximación de los 
datos, y por tanto hay que situarse en las condiciones 
más desfavorables. 


Pera un producto se toma como cota del error rela 
tivo la suma de las cotas o límites de error relativo 
de los factores, ÚÓ sea JE <X!+4 B' siendo 
[|< oc: IP! <A! . (Considérese que el termino - 
ox». [f3 es pequeño comparado con X o Pp). 


Para un cociente se toma como cota del error rela 

tivo la suma de las cotas o límites de error de divi-- 

dendo y divisor, ya que no se suele conocer el sentido 
de las aproximaciones de los datos. 

o! 

Para una raíz cuadrada se toma l€| < => 


siendo “XX! la cota del error relativo del rajioeriuo. 


Ejemplos. 

Suma». Calcular 2,5234 4 8,045 4 3,123 conde ca 
da sumando tiene todas sus cifras exaci..<“, En todos — 
los sumandos se suele adapter la precisión a la del su 
mando que la tiene menor. As1 pues sumar.Jo 
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2,523 4 8,045 + 3,123 se obtiene 13,691 con error me 
nor que 0,003 ; luego el resultado es 13,69 con — 
error total menor que 0,003 4 0,001 = 0,004  Ó sea 
con todas sus cifras exactas. 


Diferencia. Calcular 3,14159 - 2,7182 donde los 
datos tienen todas sus cifras exactas. Procediendo co- 
mo antes,calcularemos la diferencia 
3,1415 — 2,7182 = 0,4323 que tiene un error absoluto 
menor que 0,0002, luego el resultado es 0,432 con 
todas sus cifras exactas puesto que su error absoluto 
es menor que 0,0002 + 0,0003 = 0,0005 < 0,001, 


Producto. Calcular 3,14159 x 1,4142 donde los -— 
datos tienen todas sus cifras exactas. El valor aproxi 
mado es 3,14159 x 1,4141 = 4,442836... El error rela 


tivo del producto es menor que ] 5 + = ES E OA 
3.10% 1,10% 3,102 
y el error absoluto del producto es menor que 





A o = 0,00055 . El resultado es, pues, — 
3.10 3.10 

4,443 con todas sus cifras exactas ya que su error ab 
soluto es menor que 0,00055 + 0,000164 < 0,001, 


Cociente. Calcular GER donde los detos tie 
, 


nen todas sus cifras exactas. El valor aproximado es -— 
1,1557... El error relativo del cociente es menor que 


— + — = g Y el absoluto es menor que 
3.10 2.10 6.10 


A <( 0,00017 ¿ Luego el resultado es 1,155 con to— 
6.10 


das sus cifras exactas ya que tiene un error absoluto 
menor que 0,00017 + 0,0007 < 0,001. 


Raíz cuadrada. Calcular YW2,71828 donde el radi- 
cando tiene todas sus cifras exactas. El valor aproxi- 
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mado es 1+648720..e 


El error relativo de la raíz es menor que 











— . 1 5 y el absoluto es menor que 
2.10 
2 1 
5 5 = 0,000005, Luego el resultado es 
4.10 2410 


1,64872 con todas sus cifras exactas porque el error 
absoluto es menor que 0,000006 < 0,00001. 


5. Aplicación de la fórmula de Taylor al cálculo de — 


errores. 


En el número 4 se ha determinado el error absolu= 
to y el relativo de las operaciones mas sencillas rea- 
lizadas con datos aproximados, 


Abordaremos ahora una cuestión más general, en su 

. . mo > 

doble aspecto directo e inverso, que como ya se señalo, 
se enuncia así+ 


19) Si se tiene una función u= f(x,y,2,0..) y los 
valores de las variables vienen afectados de ciertos = 
errores, averiguar el error que se obtendrá en la de— 
terminación de la función. 


22) Si se desea obtener el valor de la función con 
error prefijado averiguar los errores permisibies en - 
las variables. 


La idea fundamental consiste en asimilar los erro 
Tes a incrementos y aplicar la fórmula de Taylor tete- 
niendo el desarrollo en los términos correspondientes 
a las derivadas primerase 


Supongamos para fijar ideas una función 
u= f(x,y,2) de tres variables. Sean a, b, e, los va 


lores exactos de las variables y a', bt, e! los valo 
Tes aproximados. Entonces: Ae =al-u » 


ae 


AÁb=b-b ,, Je=0c'-0 2 
representan los errores absolutos de las variables» 

Se tiene f(a!, b', c') = f(atAa, b + Ab, Aoc) E 
<= Fla, bros a nx, p, Y) + 


+ Ab . EA Bs y) + Ac . E (A, B, y) 


donde (X,B, y? es un punto del segmento determinado 
por (a, by, c) y (a', b', c'). 


Entonces resulta 


Au 


fCa, b', ct) - £(a, b, c) - 
Aa. 1i+Ab.£i+do. 2; (1) 


Esta fórmula da el error absoluto de la función,- 
pero su aplicación práctica no es posible porque se — 


desconocen todos los terminos que entran en el segundo 
miembro. 


No conocemos Aa, Ab, Ac, sino cotas o lÍími— 
e . 
tes superiores de sus valores absolutos, es decir 


lAal< da ,, [Av] < dr» ,, |Ac| < de 


Tampoco conocemos el purto (A, B , y.) donde ha 
brían de calcularse las derivadas parciales por lo que 
hay que limitarse a acotarlas en valor absoluto, Supon 
gamos, pues, que 


lisa , li] » Jejec 


cuyas acotaciones sean válidas en un entorno convenien 
te de -(a!, b', c!). Se tiene entonces: 


lAulsar. Tarn. dóbrc. do (2) 


fórmula práctica que da una cota del error absoluto de 
la función, 


En los casos prácticos el cálculo de las cotas A, 
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B y C es sencillo, Suele ser suficiente calcular las - 
derivadas en el punto (a, b',.c') y redondear ligera- 
mente por exceso los valores absolutos de dichas deri- 
vadas.. 


E Para el. cálculo del error relativo del valor de - 
la función basta dividir en (1) por el valor de la fun 
ción obteniéndose 


Bate fórmula : se sustituye 'en los casos prácticos 
por la siguiente: 
ESP-Sara. Ób+R de (4) 


donde E es una cota del error relativo de la función 
y P, Q y R son cotas de los eones 


f! f' L 
alv pi a da z| vespeotivanenta; 





Apliquemos la a (1) al.caso de la función -* 
"Suma; u= x 4 y. Como eS LO resul ta 
dx y 
Au = A a+ Ab como ya sabíamos. 


Para la función producto'u= x . y se tiene. 


Du Du 
— - ds == E or lo cual u= ba ada. db 
17 Y > py s P Á Á A 


y dividiendo. por el valor a. b. del producto :se cb= 
" tiene Az. Az + Ar “resultado que ya hablamos ob= 


tenido e io camino. Igual podríamos hacer con las 
Testantes operaciones ya estudiadas. 


Consideremos ahora un ejemplo para ver de avlica- 
ción del método: 


Hallar.una cota. del error cometido al calcular el 


A ES - A o 
valor de la funcion sea x' para x= JO con errar 
menor de 1% y para y = 0,5 con error menor de 0,0”, 


- 240 — 


Calculemos primero las derivadas parciales y sus cotas 
respectivas 


o! 
22. (sen x)? COS 27 5 (5 5 ALA 
1 
LE y (sen x)Y.. Lsenx. (- ==, 
y : 


1,2 1 1,2 
(5 di = 12 


Por otra parte LA x|< 5 £ 0,02 ,, lA y|< 0,01 





Luego la fórmula (2) nos permite escribir 


JAuj< Ya OD E OO ÓOPs 
ai 
1 
El valor ed es u= LY dz =7 = 0,25 
Luego, puede darse como resultado eon todas sus cifras 


exactas u= 0,2 ya que su error absoluto es menor 
que 0,05 4 0,025 = 0,075 € 0,1. 


Pr oblema inverso 


En este caso se conoce la cota de de donde no - 
debe pasar el error de la función; luego la única con- 
dición que se debe cumplir es 


a. darB.dbrCc.0c<Ó0u (5) 


s ngrna corriente seguir el criterio de repartir 
la ee u en tres partes iguales entre los tres su-—- 
mandos del primer PES de (5), de forma de se debe 


tener e Su si Bs ÍD< .u,, 


Ce. des — E y con lo cual quedan tas: - 


las cotás Pe los errores que cabe permitir en las va-- 
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riables y que son: 
1 Su du 1 Su 
dae. EL $ $Ív< To» dost. E 
Ejemplo: Calcular el producto JN. Vi con seis - 
cifras exactas. 


Como To. V2 = 3yl ...e X yd 0.o =. diu... se de 
sea obtener el valor de la función u=x. y con — 


Lu 


error menor que 107, 


Por tanto debe ser 





E 
1 107? 1 107 
a < 2 . A ”” dos > . Bo 
2 
Como E = Y > Oy = , podemos tomar 
A = 1,5 B= 3,32 y resultas 
-5 > 
1 10 -6 1 10 -6 
dasit. 5 0, $182. 573 2.10 


Sólo falta seleccionar las cifras que se deben to 
mar en los factores MN = 3,141592%6... 


V2 = 11414213... a la vista de las cotas de error da 
y b obtenidas. 


Tomando Jf = 3,14159 su error absoluto es 
0”? que cumple la condición impuesta. 


Tomando v2 = 1,414213 su error absoluto es me- 
nor que 1.107 que también cumple la condición 
db £ 2.1076, 


Efectuado el producto resulta: 3,14159 x *,414213 = 
= 4,4428802... y como este valor está aproximado por 
defecto (por haber tomado_los datos por defecto) y tie 
ne un error menor que 1072 (vor haberlo así exigido) - 
Tesulta 4,44289 como valor con todas sus cifras exac— 
tas. 
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6. Diferencias finitas 


Es de la mayor importancia el cálculo con diferen 
cias finitas que se utiliza en muchas ramas de la téc-- 
nica. Los métodos de aproximación para la resolución -— 
de ecuaciones diferenciales (que se estudian en otro 
eurso) se basan en la sustitución de la ecuación dife- 
rencial por una ecuación en diferencias finitas. 


En los libros modernos de cálculo numérico se- sue 
len. emplear tres clases de diferencias: las diferen— 


cias progresivas, las diferencias regresivas y las di- 


ferencias medias. 


Expondremos brevemente las fórmulas más impor tan- 
tes que se refieren a las diferencias.-prosfFesivas. 


Dada una sucesión numerica: 
... Yo Y_y Ye Yq Ya ro .Yyr-. 
se llama diferencia primera de Yi ? la siguiente 
A'yy = Ye” Y 


Si en lugar de tratarse de- una sucesión numérica se — 
trata de una función, se aplica el concepto anterior 
suponiendo que los valores de y corresponden a valores 
de x en progresión aritmetica de forma que se define - 
asl: 


A HaJ = t(x4 a) - £(x) 


Análogamente se definen las diferencias segundas 


A? pe A” Y 7 AY 
y en general 
An n-1 =1 
A Ye = A Y Es A* Y 


PAS 


En forma de cuadro se puede poner así» 


_. 
? ll o == 
'u P E 
7 ) l 
tl — Qu 
Ú > ha 
[7] " 5 nn 
da 0 + —+ 
|] QU 8] 
03 1 Pa > 
S ANH ra aa] 
DO q(p.o.o. o. . o .s]/ ! . a. . e. 42 >.» ... 
pom 18) +. 
04m >» > 
HH 0 5 
Hs Ú Il 
5 4 o. +- 
1! a nh 
" 
f JJ < 
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Se demuestra fácilmente por inducción la, fórmula 
n n n + 
Á ES Yn-1 + (2) Yn-2 7 *** 7 Y 


así como la fórmula 
n 1 n 2 n n 
E FAGIAS SEGA te La) A*y, 


que tienen interesantes aplicaciones, como por ejemplo 
el estudio de las progresiones aritméticas de orden su 
perior, y que también utilizaremos más tarde para dedu 
cir la fórmula de interpolación de Newton. 


Diferencias sucesivas de “algunas funciones 


E Caso de ún polinomio de grado n. 


n 
Para la función y = x se tiene 
1 n n n—1 n 
A 'y=(x+h) -=x =nx h +... +h 
que es un polinomio de grado n-1, y lo mismo ocurre pa 
ra un polinomio cualquiera de grado n. Las diferencias 
segundas vendrán expresadas por un polinomio de grado 
n-2, y así sucesivamente, exe, las diferencias de or— 
den nr] serán polinomios de 1£L grado; y las diferen— 
cias n-simas son constantes. Las diferencias siguien— 
tes seran nulas. 


Es inmediato comprobar por inducción que si 


n S n n 
y=a,X th... se tiene A“7= an! h 
b) Función exponencial y = a* 
Se tiene 
1 . 
Aly axth_ ox aña _ 4) 
2 
AN == as e 
Ad mn h n 
y por inducción se obtiene A*?y = at(a” - 1) 
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C) Funciones seno y coseno. 


Si y = sen Xx , se tiene 


seníx + h) —- sen x= 2 sen > cosíx + 2) a 


h MF h 
2 sen 5 sente + 5 ) 


A?y 


l 


Y Por inducción se obtiene 


L 
A?y = 2” sen” + seníx ln 32) 


Para la función y = cos x-: sale: 
4 
A y = cosílx + h) - cos x= -2 sen 3 sen(x 4 É) = 
T+_ B) 
2 


= 2 sen 2 cos(x + 


Luego, por inducción, resulta 


A?*y = 2” sen” 3 cosíx + n E) 


8. Diferencias regresivas y diferencias medias 


Dada una sucesión numérica 
e... Y_a Y_1 Yo Y Yo ... Y e... In ... 
se definen las diferencias regresivas asi: 
2 1 1 
Vx = Yo Yi: VoYe= VYi= Vo: 
= Yi 7 CY 4 Yk_o etc. 
Las diferencias medias son: 
g” Sy = dias 
Ye 7 Yi 7 A 43 7 Ya TY 
1 _ , Ez 
ge Yx = E - 0 Yu Frgs 7 Yu) — 7 Yr1? 


= Ya 7 EX A Ye 
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Se tienen fácilmente las siguientes relaciones 
2 2 AN? 3 
Dra YY. $ Aya Wir -d%, | A, > 
2 2 2 Ñ 
ÁY, -Vy, = dy, AT, Vóy,- dy, 
Ay, =VY2= dy : 


5 Y 7, => dy, etc. 


El cuadro anterior es suficiente para poder dedu- 
cir las relaciones que ligan,. en general a los diver- 
sos Símbolos u operadores de diferencias. No se insis. 
te más en el asunto porque en lo que sigue sólo emplea 
remos el operadór A. E 


9. Interpolación 

En muchas cuestiones de 'las ciencias experimenta 
les y de la técnica es preciso manejar funciones de -— 
las que sólo se conoce una tabla de pares de valores -— 
(1,7). 

Por ello tiene interés práctico y teórico el pro- 
blema siguiente: 


Determinar la función más sencilla y = f(x) que 
toma los valores Jo» Y4> 0... Ya correspondientes a 


los valores or Xyo 0.0. Xy de la variable, o bien — 


en lenguaje geométrico: Dados n + 1 puntos de absci- 
sas distintas, encontrar la curva más sencilla de tipo 
parábola que pasa. por ellos, es decir curva representa 
ción gráfica de polinomios 


2 n 
y=a¿tayxta¿X +... +a, x (1) 


Para determinar los coeficientes basta exigir las 
condiciones del enunciado, con lo que debe ser 
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2 n 
Y = 2¿+ a, xy + 22 Xj toro +a Xx (2) 
(i = O, ly, 2, »..., n). : 
Este sistema tiene solución única, puesto que el 
determinante del sistema es de Vandermonde; asi que: 


Existe un polinomio único, cuyo grado es a lo su- 
mo ny que adquiere n+ 1 valores dados de antemano,-— 
para n+ 1 valores distintos de xo. 


Este teorema de existencia que acabamos de ver, — 
rera vez nos puede servir para determinar cómodamente 
los coeficientes del polinomio (1). Por ello se dan — 
otros métodos para el 'cálculo efectivo de los coefi— 
cientes. 

Uno de ellos es el basado en la fórmula de Lagran 
££»+ Ñ 


Ex —- xi) ... (x- x,) (x= - x2) e... (x -x,) 


== Fe E Es a Ez) + 


A Ep — its E 


nix-x X - Xx 
n o n n-1 


43) 


cuya justificación es inmediata. 


Un segundo metodo es el de las aproximaciones suce 
sivase 
Se empieza determinando la función y = Yy que — 


cumple la 12 condición de tomar el valor Y, Para x= Xx, 


A continuación se le añade un término de correcc: om — 
de forma que la nueva expresion y = Ye + ajís - x) 


cumpla la segunda condición. Para éllo debe « » 


Yy = yy? ay (x, - x,) Ósea a, - 
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obteniéndose la llamada fórmula de interpolación lineal 


Y1r “y 
1 o 
J= yo + CORE (x — x,) (4) 


que es la empleada de ordinario en el manejo de las ta 
blas de logaritmos, o de otras funciones que aparecen 
tabuladas. 


El paso siguiente consiste en agregar un termino 


de corrección que no aporte nadavpara x= Xo y 


x= X¡ y y €n cambio haga que para. x= Xp -5ea y= o 
Ese término de corrección será de “la forma 


aplx - Xx.) lx - x4). Deberá ocurrir que 
Y7 = 29 + 84(X) — 27) + aplxo — xJ(xp - 11) 5 
de aquí se obtiene a,, con lo cual resulta la fórmula 


de interpolación cuadrática 
y = 2, +a,(x- x,) + anlx — x)(x - x,) (5) 


siendo a ay y a, los qoeficientes determinados ante= 


riormente. 


De esta manera se llega.por pasos sucesivos a la 
fórmula buscada que aparece en la forma 


y = a, +ay(x =. E + aplx - E se x4) + e... + 


+ Ay (X sx x,J)(x = x,) ... (x + X._1) (6) 


Este método presenta ventajas sobre la fórmula de 
Lagrange, especialmente si una vez determinado el poli 
nomio se desea imponer la nueva condición de que para 


£ = 2 
X= Xngy 502 Y = Yaya» Bastaria añadir el oportuno - 


término de corrección a la fórmula (6), mientras que - 
con la fórmula de Langrange habría que comenzar de nue 
vo todo el proceso. 
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40. Interpolación con abscisas en progresión aritmética 


Si las abscisas están en progresión aritmética 


x= Xx +h,s = xQ 2) ...y x= 214" 


Pa 02 
además de los métodos anteriores, se puede dar una fór 
mula especial más elaborada, llamada fórmula de inter- 

olación de Newton. Para deducirla aplicar emos la for- 
mula que da el termino general de una sucesión median- 
te las diferencias sucesivasa 


Consideremos la sucesión 


Ya 7 f(z, +nh) , (n=0, 1, 2, Sica) 


Sabemos que 


y. + 0 Alr + DA rr. (DAY, 


. [>] á 
Escribiendo x= xo tnb osea n= SER se tiene 
que 


























Xx (lx -» x Vx - x,) 
- a o 1 n 
(E + 2 3 ( )= $ ... 3 ( ) = 
1) 11 h 2 91 pe n 
(2. xo )(x - x4) e.. (x - AN) 
E AA AA A 
n! po 
Si ponemos . 
2-x. Aly, (-1JE=x) 47, 
y = y + . 1 E L 
Ml 1! h 2! pl 
PA E E E 
+ ... L ES = n-=1 y 2 YE, 
la n* . 


tenemos el polinomio buscado puesto. que para 
X= Xgy Xq Xor ..., Xx añopta los valores Jordi 
In respectivamente, ' 
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Una vez determinado el polinomio de interpolación 
por cualquiera de los procedimientos indicados, se em- 
plea para calcular el. valor de y correspondiente al va 
lor x de la variable, perteneciente al intervalo Ex», 


pero sin necesidad de acudir a la función que puede in 
cluso ser desconocida. En esto consiste la operación — 
de interpolación, 


11. La regla de cálculo 

Aunque el estudio de la regla de cálculo es pro— 
pio de las clases prácticas vamos a indicar aquí breve 
mente su fundamento, describiendo las escalas más co-—— 
rrientes que existen en toda regla, 


La escala fundamental, graduada de 1 a 10, está — 
construída tomando segmentos cuyas longitudes sean los 
logaritmos de los números 1, 2, 33 +... 10 (con una cier 
ta unidad de medida), y marcando los extremos de dichos 
segmentos, no ton los números que expresan sus respec— 


tivas longitudes, sino con los números cuyos logaritmos 
decimales son dichas longitudes. 


El aspecto dela graduación -es el siguiente: 


1 2 3.4. 5678910 


La longitud unidad suele ser de 12'5 cm. (reglas 
pequeñas) ó de 25 cm. (reglas normales). 


Con el mismo criterio se gradúan los intervalos - 
obtenidos, hasta obtener una escala suficientemente - 
"menuda", Como .al desplazarnos hacia la derecha los in 
tervalos se van acortando, y caben por lo tanto menos 
divisiones, hay que acostumbrarse en primer lugar, a - 
realizar lecturas correctas con el cursor. La escala - 
fundamental suele estar situada en el borde inferior - 
del hueco por donde desliza la reglilla., 


En el borde superior de dicho hueco, existe una -— 
escala del mismo tipo que la anterior pero construida 
con una unidad de medida mitad, por lo que su gradua— 
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ción irá desde 1 hasta 100 (ya que log 1 =0,, 

log 10 = 1 ,, log 100 = 2), aunque por razones prácti- 
cas las decenas figuran sin el cero es decir, 1 en lu- 
gar de 10, 2 en lugar de 20, etc... y finalmente 1 en 
lugar de 100. Esta escala suele llamarse "escala de -— 
cuadrados" porque sirve, como se verá después para el 
cálculo de cuadrados y de raíces cuadradas, 


La reglilla está marcada en sus bordes con dos es 
calas que son iguales, respectivamente, a las de la re 
ela que se enfrentan con ellas, 


Fundamento de la multiplicación y de la división. 


Para estas operaciones se suele emplear la escala 
inferíor de la regla y de la reglilla. 


Como el logaritmo de un producto es igual a la su 
ma de los logaritmos de los factores, y los logaritmos 
de los diversos números están materializados por segmen 
tos, la operación multiplicación queda redución a una 
suma de segmentos. He aquí la regla práctica: 


Se busca el multiplicando en la regla con el cur- 
sor; se lleva debajo del cursor el 1 de la reglilla;z - 
se busca el multiplicador con el cursor en la reglilla, 
y debajordel cursor en la regla aparece el producto. — 
Si la lectura no es posible porque el multiplicador se 
sale fuera de la regla, se repite la operación pero po 
niendo frente al multiplicando, no el 1 sino el 10 de 
la reglilla (es decir el extremo derecho). 


Para la división hay que restar dos segmentos,por 
ser el logaritmo de un cociente, igual a la diferencia 
de los logaritmos de dividendo y divisor, La regla  -— 
práctica ess 


Frente al dividendo, buscado en la regla, se sitúa 
el divisor buscado en la reglilla; el número ús la re- 
gla que aparece frente al 1 ó frente al 10 de Ja regli 
lla es el cociente. 


La determinación de la posición de la voma en el 
rTesultado de la operación, suele hacerse por tanteo, — 


-= 252 = 


aunque se podrían dar reglas, (cuya utilidad es dudosa) 
basándose en el número de cifras enteras de los datos, 


Cálculo del logaritmo decimal de un número 

Para calcular el logaritmo decimal de un número x 
basta medír la longitud del segmento comprendido entre 
el 1 (origen de la regla) y el número x citado, ya que 
como hemos dicho tal longitud es igual al logaritmo -— 
del número x (con la unidad de longitud elegida). Para 
este fin las reglas disponen de una escala designada - 
von la letra L (ó bien lg) que es una simple escala de 


partes iguales. 


Cálculo de cuadrados y raíces cuadradas 

Como log(xó) = 2 log x , todo número situado en - 
el borde inferior de la regla tiene.frente a él, en el 
borde superior (escala. de cuadrados) su cuadrado. Aná- 
logamente los números de la escala de cuadrados tienen 
frente a ellos, en el borde inferior de la regla (esca 
la pdanental] sus respectivas raíces cuadradas. a 


Si un rñúmero está fuera del intervalo MEN 10) pa= 
ra hallar su cuadrado se le multiplica o divide por la 
potencia de 10 que sea necesario. 


Análogamente si un número está fuera del internva-». 
1, 100] para hallar su raíz cuadrada, se le multi- 
plica o divide por la potencia de 100 que sea necesa-- 


rio, 


Escalas trigonométricas 

Escala de senos (y- cosenos).- Está marcada con la 
letra S, y su construcción y empleo difiere de unos mo 
delos a otros, 


Conviene advertir previamente que en ciertas re- 
glas, los ángulos aparecen en grados y minutos, mien— 
tras que en otrás van marcados en grados y décimas de 
grado, : 


En unos modelos la escala S incluye los ángulos - 
cuyo seno, multiplicado por 100, está comprendido en- 
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tre 1 y 100, es decir los ángulos comprendidos entre 


0% 35! = 0,57 (ya que sen 0%35! Y 0,01) y 90%. El se- 
no de un angulo se lee en la escala de cuadrados (divi 
diendo por 100 la lectura obtenida). 


En otros modelos la escala S incluye los ángulos 
cuyo seno, multiplicado por 10, está comprendido entre 
1 a 10, es decir los angulos comprendidos entre 


50 451% 50 75 (ya que sen 50 45 2 0,1) y 90%. En este 
caso el seno de un angulo se lee "en la escala fundamen 
tal (dividiendo por 10 la lectura obtenida). 


Una segunda escala denominada S T, contiene los -— 
ángulos cuyos senos, multiplicados por 100 están com— 
prendidos entre 1 de 10, es decir los ángulos comprendi 


dos entre 35! y 5% 45' (aproximadamente). Para hallar 
el seno de um ala de tal intervalo, se utiliza tam- 
bién la escala fundamental, y la lectura ' obtenida se — 
divide por 100. 


“Cualquiera que sea el modelo de regla» junto a ca 
da ángulo marcado en negro aparece en rojo otro ángulo 
que es el complementario y sirve para hallar el coseno 
de un ángulo, que es igual al seno de su complementa 
rios. 


Escala de tangentes 

La escala T contiene los ángulos del intervalo - 
aproximado 50 45' a 450 cuyas respectivas tangentes va 
rían entre 0,1 y 1. Por tanto para hallar la tangente 
de un ángulo de dicho intervalo, se utiliza la escala 
fundamental y la lectura obtenida se divide por 10. 


Si un angulo esta comprendido entre 450 y 900 se 


1 
te (90 —- x) 


nador esta én el caso anterior. 


utiliza la relación tg x = y el denomi= 





. Z z o 
Si un ángulo esta comprendido entre 25' y 5 49' 
se utiliza la escala S T cesarita anteriormente ya que 


- 254 - 


en tal intervalo se tiene sen x == tg x (la diferencia 
entre ambas funciones es de un orden decimal que no - 
puede apreciarse en la regla). 


Ángulos pequeños 

Para ángulos menores que 35* los valores del seno 
y de la tangente coinciden (para la precisión que pue- 
de obtenerse con la regla) con el valor del ángulo ex- 
presado en redianes. 


A este fin suele ser útil utilizar los minutos y 
los segundos que contiene. un radián: 3438' o bién 


206265", 
Otras escalas 


Entre las escalas que más frecuentemente aparecen 
en los diversos modelos de reglas de cálculo se encuen 
tran las siguientes: “ 


Escala de recípr o0cos 


Como log — = - log x, se construye como la es- 


cala fundamental pero colocándola en sentido contrario 
es decir el 10 frente al 1 y el 1 frente al 10. Suele 
colocarse en el centro de la reglilla, y sirve como su 
nombre indica para hallar el recíproco de un número. 


Escalas exvonenciales 


Suelen existir las escalas de las funciones er, 
q y cis X, y en ciertos modelos también las de 
j pa Eon 01x . ] 
las funciones e pe e-0,1 x ye ? , que sirven pa- 
ra calcular directamente logaritmos neperianos y poten 

cias en general, 


Escala de cubos. 
En ella figuran los números desde 1 a 1000. Como 


log (o) = 3. log x, se construye como la escala fun- 
damental, pero con una unidad que es la tercera parte 
de la unidad de medida fundamental. Sirve para encon-- 
trar cubos y raíces cúbicas. 


SP 
Escalas de funciones hiperbólicas 


Algunos modelos más especializados contienen esca 
las de las funciones Sh x y Th x, mediante las cuales 


se obtienen las restantes funciones hiperbólicas, (por 
ejemplo la ARISTO HIPERBOLOG). 
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Tema_15.- TEORTA GENERAL DE LA ELIMINACION. RESOLUCION 
NUMERICA DE ECUACIONES. 


1. Raices de una ecuacion 


Nos vamos a ocupar en primer lugar, en este tema, 
del problema de hallar los ceros de una función f(x) 
es decir, de la resolución de ecuaciones del tipo 


f(x) = 


El caso más sencillo es el de ser f(x) un polino- 
mio de grado n, con coeficientes del cuerpo C de los — 
números complejos. La ecuación se llama algebraica. 


Un teorema, llamado fundamental del Algebra, ense 
ña, que todo polinomio de grado n tiene al menos un ce 
TO, es decir la ecuación L(x) = O tiene al menos una — 
raiz. Se deduce de aquí, como consecuencia inmediata,- 
que todo polinomio de grado n tiene, precisamente n ce 
ros que pueden ser números reales o complejos, Conoci 
dos tales números Xy» Xor 0.» X, que anulan ai polino 


mio f(x), se puede escribir la siguiente descomposición 
de f(x) en factores: 


f(x) = a, (x - x,) (x - xo) ..o (x - X,,) (1) 
donde a, es el coeficiente del término de mayor grado 
del polinomio. 

si ocurre que el factor x -— XxX, se encuentra repe-— 
tido h veces es decir si f(x)=(x — x,)" .Plx) (2) 
donde (Q(x) no se anula para x = x 
raíz múltiple de orden h de f(x). 


Existe otra manera, muy útil, de caracterizar una 
raíz múltiple de orden h. Si se deriva en (2) (admitien 
do que las reglas de derivación son válidas en el cam- 
po complejo) se obtiene 


1'(x) = (x - 2 e [2 PG) 2 (x — x,) $60]. El po 


se dice que x es 


1 1 
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linomio contenido en el corchete no se anula pare 


X= x, ya que su valor es Bq(x, ) A 0, luego el núme 


ro 1, es raíz de orden h-— 1 de f'(x). Siguiendo este 


razonamiento encontraremos que Xx; es raíz de orden h-2 


de f(x), eto, ..., y raíz de orden 1 de p(h- 1. Es 

decir una raíz múltiple de orden h de un polinomiozanu 
la al polinomio y a sus derivadas sucesivos hasta la - 
de orden h - 1 inclusive. 


Cuando los coeficientes del polinomio f(x) son nú 
meros reales, ocurre que si un número complejo 


x, = a+bi es raíz múltiple de orden h de multiplici 


dad, también el complejo conjugado x= a- bi es — 


reíz con el mismo orden de ios 


En efecto si f(x) = a Y + a, E 


ta,y X +a (3) se comprueba inmediatamente que - 
los valores ?(x,) y £(x,) son números complejos -— 


conjugados; luego si £(x,) = O también es £(x,) = 0. 
Lo mismo ocurrirá con los polinomios f'(x), f"(x), 
mi, es decir se anularán tanto para x = x, como — 
para X= Xo. 


Si se efectúa el producto indicado en (1) y se — 
comparan los coeficientes de las distintas potencias - 
de x con sus valores correspondientes en (3) se obtie- 
nen las llamadas fórmulas de Cardan- - Vieta que rela- 
cionan los coeficientes y las raices de una ecuación: 


a 
Xx, + xo +... + > — 
o 
5 
x,X, +... + E¿Xy +... + Xa-1 Za. = En 
a, (4) 
X¿XoX, + ,.. + E ¿HE dos Fa2 *a1 - a 


2. Cálculo de las raices enteras. Acotación de las rai 
ces reales. 


Sea f(x) = 0 6 bien a, Pra sd 
+ Bm E + A 7 O una ecuación algebraica con coefi- 


cientes números enteros. Tiene interés la determina- — 
cion de las raices enteras de la ecuación cuando exis 
ten. 

Si a es una raíz entera resulta 
a =-a ars a gan =..o-a a con lo cual debe 
n o 1 n-1 


ser a, = 3 (múltiplo de a). Se deduce de aquí que las 


posibles raices enteras se encuentran entre los diviso 
res (positivos y negativos) del término independiente. 
Con el fin de evitar la comprobación directa, especial 
mente en el caso de que sean muchos los divisores de 

a, e puede acudir al siguiente criterio de exclusión: 


Si a es una raiz entera, se puede poner 
f(x) <= (x - a) plz) y si damos en esa identidad a x 


los valores 1 y -1 resulta f(1) = a - 1yf(-1)= at 1 
(5) Luego no_ pueden ser raices aquellos valores de a 
tales que a - 1 no divida a f(1) O bien a + 1 no divi- 
da a f(-1). 
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Suele tener interés determinar un intervalo (L',L) 
en el cual se encuentren las posibles raices reales de 
la ecuación f(x) = O donde f(x) es un polinomio con — 
coeficientes reales. El problema básico consiste en de 
terminar una cota superior de las raices positivas. — 

is en diversos procedimientos, para resolver la cues 
¿ton; uno de los más utilizados es la resla de Laguerre 
que dice ¡o siguiente: 

“Si al dividir f(x) por x - L los coeficientes del 
cociente y el resto sor números no negativos, el núme- 
ro L es una cota superior de las raices positivas del 
polinomio f(x)." 





En efecto si escribimos 
n-1 n-2 
(3) = (2-1) (0 +d, 0 4... 4d, ¿)4r (6) 
y ocurre que b¿Y0 (0 = 04 Ta 2, A r y 0, 


al dara x valores mayores que L, el segundo miembro -— 
de (6) es un número positivos no es posible, por tanto, 
la existencia de raices mayores que L. 


Para determinar una cota inferior de las raices — 
negativas de la ecuación se procede así: si en la ecua 
ción f(x) = O ponemos —-x, en lugar de x se obtiene la 
ecuación f(-x) = O cuyas Taices son las de f(x) = 0 - 
cambiadas de signo. Si hallamos una cota superior 1 de 
las raices positivas de la ecuación obtenida, puede - 
afirmarse que la ecuación dada no tiene raices más pe- 
queñas que —1. Por tanto si llamamos L' = —-1, el inter 
valo (L',L) contiene las posibles raices reales de la 
ecuación f(x) = 0. 

Como ejemplo sea la ecuación 


6 

2 19% - 10x% 4 29x - 17x - 15 = 0. El límite 
superior de las raices positivas se ve fácilmente que 
es L= 5, Tengase en cuenta que por razones prácticas 


sólo se utilizan, en general, cotas enteras. 
Para hallar L' se sustituye x por -—x y resulta la 


ecuación sei -- 191% 1017 + 29x- 1 1ix-15=0 y 
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como una cota superior de sus raíces positivas es 1 = 4, 
se concluye que L'-= -—4. Por tanto las posibles ralces 
reales de la ecuación dada están comprendidas en el in 

tervalo (64,6). 


Para investigar las ralces enteras consideremos - 
los divisores del, término independiente que son los nú 
meros -= 1y = 3, = 5, = 15. Podemos ya excluir todos — 
aquellos que no estén en el intervalo (-4,6). Quedan 
como posibles los valores 1, -1, 3, —3, )o 


Como *f(1) = -32  f(-1) = 24, se comprueban las 


condiciones f(1) = a-1  f(-1) = al1 y las cumplen - 
los números 3, -3, 5» Ye sólo queda la sustitución di 
recta de tales posibles soluciones, en f(x), y resul- 
ta que Únicamente x= 5 es raíz entera, 


1? £ 
3. Separacion de las raices reales. 


Un importante problema de la teorías de ecuaciones, 
consiste en la determinación del número de raíces rez 
les contenidas en un cierto intervalo [a,b]. Resuelto 
este problema, en el que no entramos, mediante el teo- 
reme de Sturm, o por otro va | se comprende la posi 


bilidad de encontrer intervalos 24194)» an» bo yor. - 


” £ 
cada uno de los cuales contenga una sola raiz real. En 
a .”? t 
esto consiste la separacion de ralces. 


A continuación nos vamos a Ocupar de esta otra — 
cuestión: cuando se conoce la existencia de una raíz - 
real en un intervalo [e,>], hallar el valor de dcha - 
raíz con un error prefijado. En esto consiste el pro— 
blema de la aproximación de raíces. Expondremos los mé 
todos más corrientes para resolver esta cuestión, que 
se pueden aplicar no sólo a ecuaciones algebraicas si- 
no también a ecuaciones trascendentes es decir donde - 
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f(x) es una función trascendente. 


4. Aproximación de raices. Método de Newton. 

Se trata de calcular con error menor que una can- 
tidad prefijada el valor de una raíz real de una ecua- 
ción f(x) = O (donde f(x) es una función contínua) cu 
ya existencia en un intervalo (a,b) se conoce por tomar 
f(x) valores de signo contrario en los puntos a y b - 
(teorema de Bolzano). 

Se supone que f(x) es derivable al menos hasta 
el 2% orden. Si el valor exacto de la raíz es 
x=ath se tendra fía + h) = O. Aplicando la fórmu 
la de Taylor resultas a 


2 
£(2) + h £1(8) +5 26) = 0 (ac É<a 1 h) 


o bien (a> É£ > al h) de donde se obtiene 


2 
f(a po FUÉ 
a" O) (7) 
2 " 
Como el término > . 2% es desconocido, tomare-- 


mos el valor aproximedo h=- e] con lo cual — 


fía y 
x=a- O es el valor aproximado de la raíz, El — 


error cometido viene medido por el término despreciado 
2 2 
O E 1 k 
que se puede acotar asi 5 + > L +. Tra] (8) 
donde l es la amplitud del intervalo (a,b) donde se en 
cuentra la raiz: (1 = b- a) y k es una cota del valor 
absoluto de la derivada segunda en el mismo intervalo. 





Es interesante la interpretación geométrica del - 
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método de Newton. La ecuación de la tangente a la cur— 
va y = f(x) en el punto [a,£(a)] es 
y - fla) = £'(a) » (x- a) y su intersección con el - 


eje X es el punto cuya abscisa es x= a - , que 


es justamente el valor aproximado obtenido para la -—- 
raiz. Luego el método consiste en sustituir la curva — 
y = f(x) por su tangente en el punto de abscisa as pa 
ra los fines de hallar la intersección con el eje X. - 
Puesto que los dos extremos a y b del intervalo pueden 
tomarse como punto de partida para aplicar el método - 
de Newton, surge la duáa de cual de los dos extremos — 
convendrá utilizar para estar seguros de aproximarnos 
a la raíz buscada. 


Una examen gráfico de la cuestión aparece en la fi 
gura, donde está trazada en cada caso la tangente a la 
curva en el extremo conveniente del intervalo (a,b). - 
Se aprecia que en todos los casos la función y la deri 
vada segunda tienen el mismo signo en el extremo donde 
interesa trazar la tengente. Este es, pues, el crite— 
rio que debe seguirse: escoger aquel de los dos purtos 
a y b donde la función y la derivada segunda tienen el 
mismo signo. 





5. Método de las partes proporcionales. Método mixto. 


Puede calcularse un valor aproximado de la raíz — 
sustituyendo en el intervalo (a,b) la curva y = f(x) 
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Por la cuerda AB y hallan 
do la intersección de es- 
ta recta con el eje X. 


La ecuación de la rec— 
ta AB es 





xXx y 1 
a fla) 1| =0 
b  £(b) 1 A 


y su intersección con el eje de abscisas se obtiene ha 
ciendo y = 0 resultand> 


o 


Si le derivada segunda de la función y = f(x) no 
se anula en el iutervalo [a,b] el arco de curva está — 
comprenciio entire la cuerúa AB y la tangente en el ex- 
tremo seleccionado como se dijo antes. Por ello pueden 
arlicarse los dos métodos, Newton y partes proporciona 
les,para obtener dos nuevos valores aproximados 23» by 


uno por defecto y otro por exceso. En esto consiste el 
metodo mixto. 


6. Método de iteración 


Se aplica este método para la aproximación de — 


une raíz real de toda ecuación f(x) = O, que se pueda 
escribir en la forma x= (x=) «siendo la función — 


p(x) tal que cumpla la condición Ip" (x)] < k < 1, al 
menos en su entorno del valor de la ralz que se trata 
de aproximar. 


Por métodos gráficos se puede conocer la existen- 
cia de la raíz e incluso tener un valor aproximado de 
la misma. Se trata de mejorar la aproximación. 
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Sea x el valor de la raíz situada en un intervalo 
ayb] en el cual se cumple la acotación citada antes — 


para |Q' (x)] % 


Tomemos como punto de partida un número Xx, Cual 


quiera del intervalo [a,b]. Realicemos el siguiente -— 
proceso de calculo: 


Sea xy = P (xo) »» Xo= P(xy) >> Xy = P (xo) 0.o 
s.. Xo P m1) ... 


La sucesion Xo X4 Xo . o. a, o... es conver — 





gente y tiene por limite Xy raíz buscada. En efecto, —= 





veamos que cada término de la sucesión se acerca a XI - 
más que el término anterior y comprobemos que la apro= 
ximación se puede hacer tan pequeña como se quiera, 


Como x= Plx),), y x;= P (xi) ge tiene 

x - X= Y (x) => P(xj_1) 
Aplicando la fórmule de los incrementos finitos al se- 
gundo miembro sale x-=x4= (x= X44) p 8.1) 
donde a 0% es un número _ comprendido entre x y Xi_4* 
Tomando módulos se obtiene 
[x- x= [x-x, |. [PUB ex] - 31] y 
como k 41 resulta la primera parte, 


Aplicando la desigualúad anterior para 
i= 1, 2, ».o, n se obtiene 


lx - x,| <x |x- x,] |x - x7/ 4k [x- x,/... 
di | x - Xy | 4 xk |x MS 1) y multiplican 


do estas desigualdades: [x - X, | 4” |x- x.| 
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Tomando n suficientemente grande se puede hacer — 
fx - Xa | tan pequeño como se quiera. 

Esta expresión obtenida, permite resolver estos — 
dos problemas: 


1%) Si en el proceso de iteración, se llega hasta - 
x_, se puede calcular el grado de aproximacion conse-- 
n 


guido puesto que k es conocido y (x-x) se puede - 


acotar. 


o 


22) Si se desea que Xx, tenga un error menor que — 
. n 
una cantidad prefijada bastará poner k lx E x,|<€, 
de cuya inecuación resulta n (una vez que se acole —- 
|x - x,1). 


Si bien desie el punto de viste teórico no impor= 
ta cuál sea el valor Xo de partida, se comprende que - 


» . . 
en cada caso concreto sera conveniente partir de un va 
lor Zo inicial, tan aproximado como permita un caleulo 


gráfico, o un tanteo previo. Asimismo conviene escoger 
una cota k de [P(x)| que sea lo más pequeña posible, 
puesto que la potencia k” disminuirá tanto más rápida 
mente cuanto más pequeño sea k. 


T. Teoría de la eliminación. 
a) Eliminación de una incógnita entre dos ecuaciones. 


Dadas las ecuaciones algebraicas de grados m y NM» 


f(x) a 


1 
p 
o 
bd 
+ 
p 
as 
[] 
ES 
+ 
. 
. 
. 
+ 
p 
— 
o 
Ea] 
+ 
p 
1 


o 
(10) 
s(x) = 


ll 
¿A 
+ 
o 


n-1 E 
x +... +b, ¿Xx +b, =0 


eliminar la incógnita x entre dichas ecuaciones, o ha- 
llar su resultante, es determinar una relacion entre — 
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los coeficientes de ambas ecuaciones, que constituya — 
la condicion necesaria y suficiente para que tales — 
ecuaciones admitan al menos una raíz comúno 


Se plantea asi el problema de ¿averiguar si las — 
dos ecuaciones (10) tienen o no raíces comunes, sin ne 
cesióad de resolverlas. Para resolver la cuestión pode 
_mos Observar que si dichas ecuaciones tuvieran común — 
una raíz a múltiple de orden h, los polinomios f(x) 
e(x) serían divisibles por (x-a)?, el cual dividiría 
también al mec.d. de f(x) y elx), y por consiguien 
te 2 seria raíz múltiple de orden h de dicho maca.d. al 
que llamaremos D(x). Reciprocamente si f(x) y elx) 
admiten un MmaC-de el y a es uma raiz de orden h de 
la ecuación D(x) = los polinomios f(x) y a(x) — 
tienen común la Ala. a de orden de multiplicidad h. En 
resumen: 


Las raíces comunes de dos polinomios f(x) Y — 
> 
a(x) son las de su m.c.d. y solo ellas. 


Según esto, la condición necesaria y suficiente - 
para que las dos ecuaciones (10) admitan al menos una 
raíz común es que el maced. de f(x) y elx) sea -—- 
cuando menos de primer grado, y para esto es condición 
necesaria y suficiente que sea nulo el resto constante 
que se obtenga al aplicar el algoritmo de Euclides a — 
dichos polinomios. En símbolos, la condición 


R[a,» ay) 0.» 2.) Doy Dir... »,) = 0 (11) 


es la resultante del sistema (10). 


b) Sistemas de ecuaciones algebráicas con dos ¡inc0g 
nitas. 


Consideremos ahora un sistema de dos ecuaciones = 
algebráicas de grados m y n con dos incógni tas Xx é Y> 
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f(x,y) 


ar” + a(y)1"" +... + A. (9)x + A (7) = 0 
(12) 


n a 
8(x,y) = by + b, (y) o E D,_¡(Y)x + b,, (y) =0 


donde a,(y) y bs (y) indican polinomios en y. 


Si x=a,, y= b es una solución del sistema, 
al hacer y =b en (12) resultan des ecuaciones 


f(x,b) = 0 
(13) 
g(x,b) = 0 


en la única incógnita x, que tienen una solución común 
x = a, luego debe anularse la resultante R(y) de las 
ecuaciones (12), consideradas como dos ecuaciones en xa 


Recíprocamente, cada raíz y = b de esta resultan 
te R(y), llevada al sistema (12), nos da dos ecuacio-. 
nes en x que tendran alguna ralz común x= az por tan 
to los valcres x= aj y == b constituyen una solución 
del sistema dado. 


Como consecuencia, para resolver el sistema (12) 
se comienza por obtener la resultante R(y) de dichas 
ecuaciones, y cada relz y = b de la ecuación 
R(y) = 0 junto con la correspondiente ralz común x= a 
de las ecuaciones (12), proporciona una solución del - 
sistema. 


Según esto habrá tantas soluciones del sistema da 
do como raíces tenga la ecuación R(y) = O. Un teorema 
debido a Bézout demuestra que en general la ecuación - 
R(y) = 0, y por tanto el sistema tiene men soluciones. 


Desde el punto de vista práctico, para hallar la 
resultante R(y) noes lo más aconsejable el método - 
del m.c.d. Suele ser más útil el empleo del método de 
Bézout, que se explica a continuacion. 
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8. Método de Bézout. 


Para que sea más fácil la exposición supondremos 
que se trata de dos ecuaciones de gredo cuatro. 


4 3 


f(x,y) = ay” + a,x 4 ax L a,X l a, > 10) 
4, 3 2 L E 
bx l b,xX , byx + b,x , Ba = 0 


donde los coeficientes son, en general, polinomics en 


Y» 


(135 
e(x,y) 


Si multiplicamos la primera ecuación por bo» la — 
segunda por a, y restamos, se obtiene (utilizando la 


notación 0j¿= ab, - aby): 


3 2 
Coq E + Cjo X 2 “03 xi SA =0 (-4) 


ecuación que es consecuencia de las (13). 


Escrito el sistema en la forma: 


Ú 
o 


E 3 2 
(a¿x 1 ay)x 2 apro + ay + ay = 


0 


2 
xv b, 4 


si multiplicamos la primera ecueción por b¿X +4 ba» la 


(dx + by) 4 b y+b,=0 


2 


la segunda por aX 4 a, y restamos, se obtienc: 


3 2 
17 + (oy + 049)x0 + (074 + cy dx + 0,0 


e 
02 
(15) 


Escritas las ecuaciones del sistema (13) en la forma: 
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(aé la,jx+ aj)ró + a,x ta o 


4 


1 
al multi. 


qx pb¿x + byx + By =0 


Plicar la 1% por px +b,x + bo» la 22 por 


(dx 4d 
o 


4 


a 4 a,X + aoy.y restar se obtiene 


3 ¿ Ñ 2 L E 
ey 4 A 4 0,3)x + (44 z Co3Íx + Soy” o (18) 
Finalmente escribiendo el sistema así: 


3 0 


2 
L 1 
+a,r +ax + a3)x + ay 


2 
+ b,1 + box +b,)x + b 


(a,x 


3 o 


bx 
(b, 4 
y procediendo de la misme forma que en los casos ante 
Tiores resulia: 
3 2 
ec, tce,x +c,xtc = 0 17 
04 14 24 34 (17) 
Hemos, pues, obtenido el siguiente sistema de cua 
tro ecuaciones, todas elias, consecuencia de las dos - 


(13): 


3 2 
eE + ep + Cy3* + Sus? 0 

3 2 
Cy + (0,7 + 0,9)x + (Soy + 043% + 044 > 0 
¿ue a AN ea e (18) 
ON c,3)x + (sy L 073)x + 07, = 

3 2 
Soy + 0y¡X + CoyX + Cy = 0 


que se satisface para toda solución del sistema dado. 
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Pero si existe una solución x= a, el sistema — 
(18), considerando como incógnitas x3, x% y x tendrá 
la solución a?, al, a, luego debe ser 

2017 “02 “03 Co4 
1 
e A Pear 5 
=0 (19) 
z ña 
“03  “ogH%13 “gio “og 
“4 214 “24 234 


lt 2 
Se demuestra que, reciprocamente, si se cumple es 
ta condición (19), el sistema dado (13) tiene solución, 


Por tanto el primer miembro de (19) es la resul— 
tante R(y) buscada. Para cada ralz y=b de la — 
ecuación R(y) = 0 el sistema (13) tiene solución en 
Xo 

Puede ocurrir que pera le ralz y=- b, el sistema 
(13) tenga más de una solución. Un teorema que no de- 
mostramos, permite afirmar que si le característica de 


la matriz de Bézout construida como se ha indicado, pa 
ra dos ecuaciones 


O 


" 


f(x) 
(20) 
elx) = 0 


z z e 
de grado n, es h, las dos ecuaciones tienen n-h rTral- 
ces comunes. 


Comproberemos sobre un ejemplo este teorema, e in 
dicaremos tambien la forma de hallar las ralces comu— 
nes. 


Ejemplo 1%. Averiguar si las ecuacicnes 


PT 
E REE A 
E E A 


tienen raíces comunes, y caso afirmativo, hallarlas. 


El sistema de Bézout (ecuaciones 18), en este ca= 
so perticular es el siguiente: 


10-491 +2x13=0 


-49 x> 4265 x* -247 x + 60=0 
3 o El determinante de 
25 x” 247 x 1685 x -366 = O E 
Bezout 
3 y + 60 se -366 x +225 = 0 
1 -=49 25 3 


-49 265  -247 60 
25  -247 685  -366 
3 60  -366 225 
es cero, lo que indica la existencia de raíces comunes 
El menor principal 
10  -49 25 
49 265  -247 también es nulo, y en 


cambio o 
-49 265 


Esto indica que existen dos raíces comunes. Para 
hallarlas, basta eliminar x3 entre las ecuaciones 


a 2 A 


DALI 
resultando 
0 


491? + 265x — 247 x 4 60 


249 Xx - 1245 x+4 747 =0 0 bien ES -=-5Dx+3=0 
5 + 
cuyas Taices x= 32/83 son las raices comunes a -— 


las dos ecuaciones del enunciado. 


Ejemplo 2%. Resolver el sistema 
43 xé 4 (20 y — 250)x - 15 y" - 50 y4432=0 
(3x5 y x110 y -28=0 


El sistema de Bézout para dos ecuaciones de grado 2, — 
es el siguiente: 


Coq X + Cop = 0 
y la condición de compatibii'dad es 
Co X + 49 = 0 E A 
01 02 
= 0. 

“o 510 

En este ejemplo, se obtiene 
- 19 y + 130 25 y 426 y = 720 


2 ' 3 2 9 
25 y" 4 26 y - 720" 5 y” - 110 y” - 144 y + 2880 


y desarrollando y simplificando resulta la ecuación 
y -2y?-33y% 150 y4200=0 euyas raices sn 


yy = -2 ”, YJo= 5 > a 2» Yy= 3 


Para Yy = -2 las ecuaciones del sistema propuesto — 


tienen la ralz común x= de 
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Para Yo = -5 resulta x= 13 para Yz = 4 resulta 
x= 4 y para y¿= 5 se obtiene Xq = —1. 


- 275 - 


Tema 16.- INTEGRACION NUMERICA Y GRAFICA 
Tema_ 1. A A Y OA 


Ue z » z 
1. Integracion aproximada.- Formulas de los trapecios y 


de Poncelet. 


Cuando se conoce una función primitiva de la fun— 
b 


ción f(x) el cálculo de la integral definida] f(x) fx 
se hace mediante la regla de Barrow. 


Pero hay muchos casos en que la función primitiva 
no se puede expresar mediante las funciones elementales. 
En otras ocasiones, especialmente en problemas físicos 
o técnicos, hay que integrar funciones y = f(x) de las: 
que no se conoce su expresión analítica, sino simplemen 
te se tiene una tabla de valores correspondientes de x 
-é Y, o una curva representativa, obtenidas experimental 

mente. ] 
Esto justifica la necesidad del estudio de la inte 
gración aproximada. 


El método de los trapecios, sencillo, pero de muy 

: poca precisión, consis 
te en considerar como 
valor del área compren 
dida entre la curva re 
presentación de la fun 
ción y = f(x) el eje — 
de abscisas y las dos 
ordenadas extremas, el 
área limitada por la — 
poligonal de n.lados — 
inscrita en la curva, 
$ habiendo tomado por co 
modidad ordenadas equidistantes. 








Sumando las áreas de los diversos trapecios de la 
fisura se obtiene el siguiente valor aproximado del área 
buscada: 


An [Fy dy, d yate to, y + a) (1) 
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Se consigue mejor aproximación si se divide el in 
tervalo [a,b] en un número par de partes y se conside- 
ran trapecios 
inscritos y -— 
circunscritos. 






Uniendo - 
los extremos 
de las ordena 
das de Índice 
impar se ob-— 
tienen unos — 
trapecios li- 
mitados por — 
cuerdas y sus 
áreas suman - 
(sí se inclu- L£ 
yen los dos trapecios extremos de altura h) lo siguien 
te: 

ES 
a 2 yy 2 Y + Jz 1 Y; t...? In-3+ a + 


y EN > ; 
n-1 n E-E 
E A EE 5 | (2) 


donde hemos representado por I la suma yy + Y3 kt... 





de las ordenadas de índice imparz por E la suma Yo Ya 


de las ordenadas extremas y por E' la suma yy + Yn-1 de 
las ordenadas contíguas a las extremas. 


Las áreas de los trapecios construidos con las tan 
gentes trazadas en los extremos de las ordenadas de in- 
dice impar suman: 2 hy; 1 Y3 tl...t asjl =2h1I (3) 


El método de Poncelet consiste en tomar como valor 
de la integral definida la media aritmética de los valo 
res (2) y (3) es decir 


b 20 
A NN a EN 


a 
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Como se ve, esta fórmula de Poncelet no utiliza - 
las ordenadas de Índice par. 


2. Fórmula de Simpson 
A A ; .. 
Se puede conseguir una mejor aproximacion, si en 
lugar de sustituir arcos de curva por segmentos de Tec 


ta (función lineal), los sustituímos por arcos de pará- 
bola (de 22 o de 32 grado). 


El método se basa en el cálculo del área limitada 
por la curva de ecuación 


2 


y=axr+obxrtor+d (5) 


el eje de abscisas, y dos ordenadas correspondientes a 
log punteos x= h y xXx=-he 


Dicha área vale 


Boy 2 4 3) e? h 
(ax? + bx” + ox + d) dx = E = 
—h 


3 
= 2(b 4 ah) 


que también puede expresarse mediante la fórmula 


¿rea = ¿[yen A y(+)] (6) 


como es inmediato comprobar y este resultado es valigo 
también cuando a = O. Lo esencial de este resultado -— 
es que el área puede expresarse como combinación lineal 
de las ordenadas extremas y de la ordenada central. 


Si ahora consideramos el intervalo [a, b| dividido 
en un número par de intervalos de anchura niícomo en la 
figura correspondiente al método de Poncelet), y04 emos 
sustituir la curva en cada intervalo de amplitud 2 h,- 
por una parábola de 22 ó. Y grado que tenga las mis— 
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mas Ordenadas extremas — 
Yr-1 e Y%11 y la misma 
ordensda intermedia Me 


que la función dáda. El — 
área limitada por esta — 
curva, según (6) vale 


h 
3 [Y SAA 741) 
Si hacemos lo mismo para cada doble intervalo, de los 


n en que hemos dividido [2,0] se obtiene, como valor 
aproximado de la integral: 


b 
-2 : 
Proa 3 [130122 >] m1 


fórmula de Simpson en la cual E representa la suma de 
las ordenadas extremas, 1 la de las ordenadas de Índi- 
ce impar y P las de Índice paro 





Si puede conocer una cota del error cometido cuan 
do se toma este valor para la integralz si se conoce — 
una cota de la derivada, cuarta en todo el intervalo — 
[a,bf es decir si eo] ¿<M en [a,b] se ob 


tiene, mediante un razonamiento, que no expondremos + 


pA 
error 4(b- a) 0» (8) 


3. Integración mecánica.— Planímetros. 

El planímetro tiene por objeto el determinar el - 
área S encerrada por una curva cerrada pr que supondre- 
mos sencilla. 

Si un punto A, de coordenadas (x,y) describe la -— 


curva [', que supondremos definida en forma parámétri- 
ca, de parametro t, el area S esta representada por la 
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integral curvilínea, 


1 
sf 20-30 


El punto A es el extre- 
mo de una varilla rectilí- 
nea AB de longitud constan 
te l. Designemos por (5,2) 
las coordenadas del otro = 
extremo B, por Q el ángulo 
de la dirección orientada 
”” BA con Ox. El ángulo O va- 
ría en función del parámetro + según una cierta ley — 
que precisaremos después. El punto B describe un con— 
torno f'!, Supondremos, que la ley de variación de Q —- 
ha sido elegida de tal forma que f*' sea una curva ce- 
rrada que contiene un área S'. 





Como x=É4+1cos0,, y=(0 +1sen0 

se puede escribir 

28 Jp (5+ 1 cos 0) (An + 1 00s O 80) — 

(n, + 1 sen 0) (a5- 1 sen O d0) = 

2514 1 cos 0d -senodÉ + 

1 $, (5 cos 047 sen 0) de + 12 P do 

Pero (Go0s 6 +7 sen 0) de = a [$ sén o - q cos a]. 
+[ eos e aq - sen o ag] 


Luego s- 841, cos 9 49 - seno ag 


1 12 
+3 e — o] + — 
3 [s sen q eos r aa [e], (9) 
El planíimetro se apoya en esta fórmula peru evaluar S. 


Por ejemplo en el planímetro polar de Amsler, el 
punto B esta sujeto a quedar a una distancia constante 


de un punto fijo 1, de tal suerte que cuando A realiva 


$" 


+ 
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una vuelta completa de f”, 
la curva cerrada ['" que - 
describe B, está consti— 
tuída por un arco de cir— 
cunferencia de centro 1,- 
recorrido a la ida y a la 
vuelta; f'! encierra pues 
un área S! = O lo que sim 
plifica la ecuación (9). 
Por otra parte la variación total del ángulo € es nula, 
de forma que [0] = 0 y también 


[$ sen 0 - q cos e], =0 





Queda, pues, 


5-1/ cos 0 4n - sene ag (10) 
f 

Para medir la integral que figura en el segundo — 
miembro de (10) se utiliza una ruedecilla Ra Si [| repre 
senta el giro de la ruedecilla,-ds el elemento de arco 
de trayectoria de la ruedecilla y yqel ángulo que el — 
eje de la ruedecilla forma con la trayectoria se tiene 


dÁ = seng ds (11) 


Supongamos primero la ruedecilla colocada en B y 
su eje orientado según BA. Entonces AB forma con BI el 


ángulo TL - (5 ds senep es la proyección del despla—- 


zamiento elemental de B sobre la dirección eriogonel a 
BA. Por tanto 


ds sen Q = cos e 4n - sen 0 aé 
y según (10) y (11) se tiene 
s=14 (12) 
Así pues el giro total de la ruedecilla, cuando A des- 


cribe una sola vez el contorno f” es el producto «el — 
área buscada S por la constante 1/1. 
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Es conveniente observar que cuando A describe f”, 
B recorre el camino dos veces. En el momento de un re- 
troceso, el ángulo p sufre una varia- 
ción brusca de valor Jr. La relación 
precedente es exacta si esta disconti 
nuidad de , nO va acompañada de nin 
gún desplazamiento finito de los ele- 
mentos del planimetro. La figura que 
se acompaña muestra las posiciones su 
cesivas de AB durante el recorrido de 
r. 

En la práctica no es posible colo- 
car la ruedecilla en B. Se suele pro- 
curar que el eje de la ruedecilla sea 
paralelo a AB, pero el centro R, de — 








F 
] R 
la ruedecilla es distinto de B. 
No obstante el giro total Á, permanece igual al 
que tendría si estuviera colocada en Ba 


Designemos en efecto por 3) el ángulo de AB con — 
RB, 1, la longitud RB, $, las coordenadas de Ra 


Se tiene: 
É Z 54 +1, cosí9 46) ,, n= Ry +1, ser Y +0) 


Pero se tiene, como antes, 
a Ay, = -sn oa, + cos 8 4Ry = 


sen O [a $ + 1, sen(o 40) 30] + 


" 
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+ cos 6 [adn - 1, cos(0 +4) 30] = 


= dA - 1, cos (40 de donde 
Á, = A- 1, cos e [9], (13) 


y como [e], =0 queda  / 4” A- 


El planímetro así modificado mide siempre el área 
S. 

El planímetro de Amsler construído por la Socie— 
dad Coradi está formado por tres elementos: el brazo — 
IB, la regla AB y un carro que lleva la ruedecilla y -— 
los tambores de lectura. La longitud de la regla AB, -— 
puede variarse a voluntad entre dos límites. Se dispo- 
ne de un nonius para mejorar las lecturas. Sobre el ex 
tremo Á se, monta una lupa que permite seguir mejor el 
contorno ff”; dispone también de un disco para medir el 
número de vueltas del tambor. 


En el caso de que B describa una circunferencia — 
completa porque el polo I quede dentro del área a me— 
dir, será S! =x1 pe (9), = 2XR quedando 

Ss=1/ + 1(1é + 1%) 


y si además se considera el caso de que la ruedecilla 
no coincida con B se tendra 


Á, = A -251, cos 4) 
con lo cual sería definitivamente 


S=1/4 +1t(r 412-211, cos 0) (14) 


1 
El segundo sumando de (14) es, como 1, una constante — 
del aparato. Estas constantes se pueden averiguar, mi- 
diendo dos áreas conocidas. 
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Existe otro tipo de planímetro llamado lineal, en 
el cual el extremo B de la varilla describe una línea 
recta en lugar de un arco de circunferencia. Si se — 
vuelve a la posición inicial con un ángulo total de gi 
ro nulo, el área S encerrada es igual a 1 A como an— 
tes (puesto que S! = 0), Si la varilla da una vuelta,- 
el área encerrada S viene dada por la fórmula (14) su- 


primiendo en ella el término pr . que ahora no existe 
porque S' continúa siendo ceros 
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Apéndice 1 — TDEA DE SERIES TRIGONOMETRICAS (correspon 
de al tema 13). 


Entre las series funcionales importantes, una vez 
estudiadas las series potenciales, conviene citar las 
llamadas series de Fourier. 


Se llaman así las series de la forma 


> + a, cos x+b, sen x+a, cos (2x) + b, sen (2x) + 
4 az cos (3x) + b3 sen (3x) +...+ Ay 208 (nx) + 
+b_ sen (nx) 4 ... (1) 


Si esta serie es convergente, define como ya sabe 
mos, una función en su campo de convergencia. La fun— 
ción suma es una función periódica de periodo 2NM, su 
poniendo que ay y by no sean nulos simultáneamente, ya 
que los eiorsos términos de la serie admiten dicho pe 
ríodo, 

Si suponemos que la serie (1) es uniformemente -— 
convergente en el intervalo [o, 21), la función suma 

a 
f(x) = > ES cos (nx) 1 b_ sen nx) (2) será —- 
a >? n 


contínua en dicho intervalo, y por tanto para todo va- 
lor de x en virtud de la periodicidad. 


i integramos los dos miembros de (2) en el inter 

valo [O, 27Fl, (cosa posible por la convergencia unifor 
2N 

me), todos los términos de la forma Sm cos(nx) dx 


2% (o) 
y b El sen (nx) dx «son nulos y por tanto resultará 
o 


2R in 
f(x) == dx= NM. a, de donde 


21 
a, el ¿(x) ax (3) 
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7 ls 
vEl termino independiente > de la serie es el 


valor medio de la función f(x) en el período", 


Si se multiplican los dos miembros de (2) por 
cos (nx) y se integra en el intervalo |O, 2X|, en el — 
segundo miembro se obtienen integrales de los tipos si 
guientes: 


2 27, 
cos(mx) cos(nx)dx = % Eeostatale 2 cos(n-n)x] ax = 
lo o 


21 21 
" senímx) cos(nx)dx +/ [sen(mtn)x 1 sen(m-n)x] ax = 


21 27 (4) 
/ cos Aa = ¿/ [: + cos(2nx) ] dx = JU 


En resumen todas las integrales del segundo miembro 
se anulan, excepto la de coeficiente Ay QUE vale JT y Tte 


u 


2 
sulta f(x). cos(nx) dx = a, + de donde 
E y fer 
E f(x) . cos (nx) dx (5) 


o 


De forma análoga si se multiplica los dos miembros 

de (2) por sen(nx) y se integra en el intervalo [o, 2n 
e 

se obtiene ¿en (nx) dx = b, +1 de donde 


E 2 LESA sen (nx) dx (6) 


Las. exproriones (3), (5) y (6) se llaman fórmulas 
de Euler, y ponon de manifiesto la relación existente 
entre la funcion suma de la serie y los coeficientes - 
de la misma. 

NOTA: Debido a la periodicidad de lu función, las inte 


¿rales pueden calcularse en cunlauier intervalo de amo 
mlitud 2. por ejemplo [-m,m]o vier [«, 271 4]. 
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Un problema de extraordinario interés, es justa-- 
mente el inverso: se conoce una función periódica f(x), 
y se trata de encontrar una serie de Fourier que la re 
presente. En esto consiste el llamado análisis armónico 
que será objeto de estudio en otro curso. 


Apéndice 2 — IDEA DE LAS INTEGRALES MULTIPLES (corres- 
ponde al tema 10). 


El concepto de integral definida de Riemann para 
funciones de una variable en un intervalo a,b] y se — 
puede generalizar para una función de n variables inde 
pendientes Z = f(x,» Lor... x,) definida en un cier 


to conjunto del espacio 1 aunque el fraccionamiento 
del intervalo [a,b] en intervalos parciales no tiene 
ahora el significado intuitivo que tenía en el casa de 
una variable. 


Consideremos el dominio $2 del espacio R”, que con 
siste en los puntos cuyas coordenadas cumplen 
$ e... 3 $ z 
4 $T 6827.04 €b3 31,$x,$ 1, 
Por ejemplo en el caso de Ró tal dominio es un — 
rectángulo de lados paralelos a los ejes coordenados.- 


En el taso de y? se tiene un paralelepípedo de caras - 
paralelas a los planos coordenados. 


Hagamos una división del dominio citado, en "cel- 
, 
das" (W, que se consiguen mediante la fragmentacion — 


de los intervalos la, 22], [b,» bo], ... [2,,12]- 
Formemos las sumas s=2 m, A y S= 254 w. 

donde m, y M son los extremos inferior y superior de 

los valores de la función en la "celda" 0,3 Ao, es el 


"volumen" de dicha celda calculado ¿omo producto de los 
intervalos Xy/> Ax» ... Ax. de las respectivas va- 


riables que definen la "celda" wi. La suma > se extien 


- 287 — 


de a todas las "celdas' en que se divide el dominio. 


Si el extremo superior de los números s y el extre 
mo inferior de los S (para las infinitas divisiones po 
sibles del dominio) coinciden, tal valor se llama inte 
gral múltiple de le función 2, extendida al dominio 41 
y se representa por la notación 


Lo: Elx) Xoy +.» X,) dx, dxo ».. dx 
Jf-- fa 100 zo 0 di 


El cálculo efectivo de tales integrales es materia que 
se estudia en otro cursos. 


Apéndice 3 - SEPARACION DE LAS RAICES REALES DE UNA — 
ECUACION (tema 15). 


Como ya se ha indicado, separar las raices de una 
ecuación consiste en encontrar intervalos (a, 54), 
(a71D,), .««« cada uno de los cuales contenga una sola 
raíz de la misma. 


Para resolver esta ecuhción se necesita conocer — 
e . . a . 
algun procedimiento para determinar el número de raí— 
ces reales contenidas en un intervalo [2,0]. 


Un primer método se basa en el siguiente teorema: 
“Entre cada dos raíces consecutivas de un polinomio — 
existe un número impar de raíces de su derivada. En — 
efecto como 


Pi 1 1 1 e 
( ) SS A ¡A 
> + z hos... ? 5 ci) 


[basta hallar la derivada logarítmica de 
f(x) = ay (x - x4)(x - xo) seo (x- 2.1), seBn xx, Y X> 


por ejemplo dos raíces reales consecutivas de f(x). En 
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el intervalo [z, +E,x)- €] la función contínua — 
fix 
fix 
ser negativa en el extremo Xp € , luego según el — 


pasa de ser positiva en el extremo Xy +E,a 


teorema de Rolle, debe anularse en un punto al menos — 
de dicho intervalo (y con seguridad en un número impar 
de puntos). Como É puede tomarse arbitrariamente: peque 
ño, se deduce que f'(x) se anula en un número impar - 
de puntos en el intervalo (x4> zp)» Consecuencia inme 


diata de este teorema es este otro: "Entre cada dos — 
raices consecutivas de la derivada existe a lo sumo — 
una raíz del polinomio't, en efecto, de no ser asi, la 
derivada tendría alguna raiz intermedia entre dos con= 
secutivas, cosa imposible. De aquí se deduce un senci- 
llo método para deducir el do de raíces reales de 
f(x) en el intervalo [2,b si se conocen las raíces 
en dicho intervalo de f'(x). Se hallan los números — 
£(a), (34), (y o)» ...s EI mn)» £(b) (2) donde -- 


Y < Y¿< >.» <y, son las raíces de f'(x) comprendí 


des entre E y bo El número de cambios de signo que se 
observen en (2) coincide con el número de raíces rea— 
les de f(x) en [2,9]. 


Existe otro metodo basado en un teorema de Sturm, 
que no requiere el conocimiento de las raíces de la — 
ecuación derivada f!(x) = O, Para ello se aplica al - 
fer de polinomios f(x), f'(x) el algoritmo del m.c.de 
con la única precaución de cambiar de signo cada resto 
antes de ponerlo como nuevo divisor. En símbolos 
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En el conjunto ordenado de polinomios f(x), f'(x), 


R,(x), viesiy RA E) se da a la variable los valores a y 


b y se eta las variaciones de signo Y que apare—— 
cen en los números f(a), £'(a), R o (8)3 00. ñ, (a) y las 


variaciones de signo V' que aparecen en los números 
£(b), £'(b), Ro(b)se.o, R,(b). 


La diferencia V-—V' es igual al_número de rai- 
ces reales de f(x) en el intervalo a,b]. Tal es el - 
teorema de Sturm, 


—-=020000000—- 
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=3- 
I, Funciones definidas por medio de integrales, 


El cálculo integral permite definir nuevas funcio 
nes trascendentes. Consideremos por ejemplo una función 
f(x) cuya primitiva supuesta existente no puede expre- 
sarse mediante las funciones elementales, 


X 
Si ponemos F(x) -/ f(t) dt, donde a es una cons 
a 


tante, se define una función cuya variable independien 
te es el límite superior de la integral (ó bien el lí- 
mite inferior, puesto que mediante un cambio de signo 
se está en el caso anterior), 


Ejemplos notables de esta manera de proceder son 
los siguientessy 





2. [as 
a) Función de error f(x) = — e '¿dt.- Aparece 
Vi Jo 


esta función en el cáloúlo de probabilidades, esta- 
dística, etc. En muchos textos se utiliza para ella 
la notación e r f(x). 


b) Función complementaria de error.— Se define como el 


complemento a la unidad de la función anterior.-— En 
simbolos: 
e 
a e dt, ya que como 
vr Xx 
> J 
var 


co 2 
et dt=1. 
o 
Xx 


erfo(x) = 1 — erf(x) = 
sabemos se viene 


c) Función seno - integral: s, (x) = Sen + dt 


(e) 


00 
Su valor para x=.00 es S,(w) al sent aX 
i O t 2 


00 
ad) Función coseno — integral: C; lx) = -/ Ez 
x 


dt 


-fx 
e) Función logaritmo — integrals é, (x) = E 
o 


=4- 


(L sienifica logaritmo neperiano), y estrechamente re- 


¿accionada con ella la función exponencial integral 


x u 
E, (x) = di Se comprueba fácilmente que 
-0m 
e e 
Ex) = cd, le yA 


Todas estas funciones se encuentrar tabuladas en 
muchos textos, formularios, etc. Debe recomendarse, sin 
embargo les muy conocidas "Tables of Functions" de los 
autores alemanes Jahnke y Emde donde se encuentran es- 
tes y otras muchas funciones importantes con tablas de 
valores numéricos y representaciones gráficas. 


Por su importancia en Telecomunicación damos aquí 
una representación sréfica de las funciones seno -— in- 
tezral y coseno -— intesral, 


2 
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Otro método frecuente de definir funciones tras-- 
. . . 2 . 
cendentes consiste en considerar integrales paramétri- 


=5- 


cas, con uno o más parámetros; en unos casos los lími- 
tes de la integral son constantes y en otros dependen 
también del parámetro. 


Pertenecen a este tipo las funciones eulerianas -— 
Pb) y Ploa) ya estudiadas. 


Son también de mucho interés las llamadas integra 
les elípticas, que conducen a a definición de las fun 
ciones elípticas. Cuando se estudian las integrales de 


la forma fa [x, vaa) ] ax, donde R indica una función 


racional y p(x) es un polinomio de 32 Ó 4% grado (inte 
grales elípticas), aplicando métodos de reducción ade- 
cuados se llega a los siguientes tipos de integrales 


Integral de 1% especie de Legendre: 
PA (1) 
V 1- É sen P 


Integral de 22 especie de legendre: 


Sy - KÓ sen p. ap (2) 


(no citamos otro tipo de menos interés llamado de 32 - 
especie). 


Si las integrales (1) y (2) se calculan entre - - 
0 L se obtienen funciones muy útiles DN así; 


F(x,O) = . [2 — dt >) E(K, 4) = - [6 SK aena p ap 


(donde -1<K<1) 


En el texto de Cálculo Integral de Puig Adam, lec 
ción 9, se trata este asunto con beustante detalle, con 
tablas de valores numéricos, y alguna aplicaciór., como 
la teoría del movimiento del pánd:i”.0, Pueder. consultar 
se también las tablas citadas de Jahnke y Emde. 


E 


II. Concepto de integral curvilínea 


Vamos a exponer el concepto de integral curvilí- 
nea para el caso de una función de tres variables, 


Consideremos tres funciones 


o A E O E (1) 


contínuas y con derivada contímia en el intervalo 
A$it< P» que representan paramétricamente un arco de 
curva y, con tangente, que varía de manera oortínua,- 
en cada uno de sus puntos. 


Consideremos también una función f(x,y,2) (2) 
contínua en los puntos del arco y (incluidos, los extre 
mos), lo que Quiere decir que al sustituir x, y, 2 por 
Jus expresiones, (1) resulta una función contínua de i 
en el intervalo [x, Pl: 


Si dividimos el intervalo [ox, fp] en r partes me- 
diante los puntos 
a = to» tas to, ...y t;, tig? ... E =B (3) 
se obtiene una descomposición del arco de curva ger: 
arcos determinados por los puntos 


P = A, P P ..., Pi» P 


o E = B 


19323 ii? n 


Formemos la suma 


n-1 


Z [xr ed de) lp 3] 0 


en la que T representa el valor de t correspondienie 
E A AS 
a un punto cualquiera del arco P, Po de la curva $ 


Se trata de probar que la suma (4) tiene límite — 
cuando n =s wde tai modo que tiendan a cero los —:.— 


X¡ “ Xiqq 7 X¡» Dicho límite se llama integral curvi 
== — 
línea de la función tfÍx z) a lo largo del arco AB 


y se representa por la notación: 


=7- 
fa y, 2) dx ' (5) 
5 


- . , =: y 1 - 
Como Xh Xx; = At, x (T;) resulta que 
(4) se puede poner 


n-1 


2 t[xc)r tus e). en Ar, 6 


1=0 


Obsérvese que (6) posee una estructura muy pareci 
da a la de aquellas sumas cuyo límite conduce a una in 
tegral definida, La única diferencia estriba en la pre 
sencia de los números T, Y T, que en general son — 
diferentes, 


Pero en virtud de la continuidad uniforme de la - 
función f(x, y, z), se tiene que 


£[x x(7,), ...y z( T; )] - e Je ..y (Tp) +€, 
donde todos los 8, cumplen |E, | < en Cuanto sea 


laz, = e] suficientemente cat 


Luego (6) se puede escribir 


n-—1 


t t ) 
E 1 [xt 9087), 0] (73) A, + 
n-1 : 
1 7 
ea ESE AS (7) 
El primer sumando de (7) tiene como límite 
P 
E (= Ml a (0) (t)adt (8) 
ol 
En cuanto al segundc, en valor absoluto es menor 
que 





E Exa) As, | 


O. 
cue Puede hacerse tar pequeño como se quiera tomando — 
€ suficientemente pequeño, 


Queda pues, probado que la integras curvilínea - 
(5) existe y que su valor se calcuia mediante (8), que 
es una integral defirida ordinaris. 





Iguaimenvie ye defíiron las integrales curvilíneas 
de los tipos 


Jae Ys 2) dy ,) ue Y> z) dz 
y y 


Finalmente son especialmente interesantes para la 
Física la reunión de integrales de los tres tipos que 
resulta a. considerar un arco de curva y con las condi 
ciones citadas antes y tres funciones 


X(x, Ys 2) ,> TX Ys 2) , Z(x, Ys z) 


cue cumplan las mismas condiciones de continuidad que 

la f(x, Y» 2), y que se representan mediante la nota— 

ción 

J, Exa, y, 2) dx + Y(x, y, 2) dy + Z(x, y, 2) az ] 
Para integrales curvilíneas planas, se simplifica 


el estudio hecho, puesto que no existe la variable 2,- 
pero las condiciones son válidas, 


No presenta, tampoco ninguna dificultad, extender 
el concepto a un espacio n-dimensional, 


nd 


=D a 


III. Coordenadas polares en el plano. 





Consideremos un purto O llamado polo y una Semi 
recta OX, llamada eje polar, 


La posición de un punto P 
cualquiera P del plano que' 
da determinada si se cono E 
cen los valores de py De 


se llama radio _vec— ww 
tor, mide la longitud del 
segmento OP, y esunn? -— 
esencialmente positivo (y 
sólo se anula para el propio punto 0). 


19) x 


(Y) se llama argumento y mide en radianes la ampli 
tud del ángulo XOP con el convenio sobre el signo que 
es habitual (es decir ángulos positivos son los reco— 
rridos en sentido contrario al giro de las agujas del 


reloj). 


El margen de variación de p es de 0á wm y el de 
variación de Wes de 042 radianes. 


Estos números se llaman coordenadas polares:de P 
y se escribe P(P ¿w). 


El punto O (polo) tiene nulo el radio vector, y - 
su argumento ea arbitrario. Los puntos del eje polar - 
tienen nulo el valor del argumento. 


En estas condiciones, existe correspondencia bi-- 
unívoca entre los puntos del plano (exceptuado el pun» 
to 0) y las parejas de números reales 


Os < 00 

(p»w) á 
0£0< 2X 

Pero esta correspondencia no es contínua en todo el — 

plano ya que por ejemplo, puntos próximos entre sí y - 

al eje polar pueden tener como valor de w números que 

aproximadamente difieran en 2N , 


= O - 


Para mantener la condición de que la correspondencia sea 
contínua, hay que prescindir de que sea biunívoca, y se 
permite que el valor del argumento sea cualquier número 

real (-(0 <0O< +0 ),con lo cual cada punto tiene infinitos 
argumentos (que difieren en múltiplos de 27m ).Al mismo tiempo 
se amplía el márgen de variación de p admitiendo que pueda 
tomar también valores negativos. 

í $e da un valor «+: 4 queda fijada una semirrec— 
lus di el vazor correspovdiente de pes positivo se -— 
¡ieva la distancia sobre dicha semirrecta y si P es 
regetivo se lleva la distancia sotre la semirrecta - 
cpuestas De esta forma cada páreja ( , 4) determina 
un punto del plano. Pero en cambio a cada punto le co- 
rresponder: las infinitas parejas 


(p +0) , (Pp 0+ 27) ...y (p,w+ 2k 11), ... Ó bien 
(p 0m+ 1) , Ep 2 E Ep + TIE 


dunde k es un número entero, 


E tí 


A cortinuación resaiveremos algunos problemas ele 
mertales en coordenadas pciares, 


Distarcia entre dos putos. 
La distancia ex tre dos puntos P( P , w,) y 
UA Po 07) se calcula aplicando el teorema del coseno 


al triángulo OPQ orteniéndose 
2 2 2 
a =Py FpPoreps P2 cos(W, - W,) (1) 


Ecuación de la línea recta. 


La recta r queda determinada sí se conoce las co- 
(w ordenadas polares (p,eé) del 
punto A, pie de la perpendicu 
lar trazada a r desde el polo, 





Si la recta no pasa por el 
polio y llamamos (p ,4W)a las 
r coordenadas de un punto gené- 


a 


rico sobre la recta, será: p= p eos - ee) (2) 


ecuación que se puede poner en la forma 


1 _ os w Cos o 4 sen (Y sen ol 
P Pp Pp 





o bien 
PA cos + Ben (3) 
siendo 
E cos ol 
P 
B - Sen 
P 


Recíprocamente, de la ecuación dada en la forma — 
(3) se puede deducir P y A mediante las fórmilas 


A a 
DS pido 


,, 
Va + ES 
Si la ecuación es de la forma y E £ comdY ocu 


rre que (X= O luego se trata de una recta perpendicu- 
lar al eje polar, 


Si la ecuación es de la forma A = Bsenqw se 
tendrá ol = + correspondiendo a una recta paralela 


al eje polar. 


Las rectas que pasan por el pelo tienen de ecua— 
ción 4W= const, Si la recta está definida por un par — 
de puntos E(P4r 0, E AUPo w,) escribiendo la - 


forma general 


LL 24608015 0: 0 (4) 


y expresando que los puntos P y Q están en dicha recta 
se debe cumplir 


=.10 = 


—— =4 cos a + B sen 0), , 


P: 


nd cos WwW, + B sen Y 
Po 2 2 
(5) 
la condición de compatibi“idad del sistema forma- 
do por (4) y (5) (donde las incógnitas son A y B), es: 


— cosWw, senw =0 (6) 


y nos da la ecuación. de la recta que pasa por los dos 
puntos P y Q» 


Esta forma (6) es útil para hallar la ecuación de 
la recta que pasa por un punto y es paralela o perpen- 
dicular a otra recta, prollemas que pueden resolverse 
como ejercicic. 





1,848 Coordenadas cartesianas las pola= 






Si consideramos un sistema cartesiano rectangular 
OXY tal que el origerx cojrncida cor el pcoio y el =je OX 
con el eje pcoiar se obtienen fácilmente las relacions 


(7) 
y =8 sen “Y 
ta. 
(8) 
2 2 


que permiten haliar las cocrdenadas carteslanas de un 
punto conocidas las coordenadas polares y recíprocamen 
te, 


DAS 


Como aplicación resolvamos el problema de hallar 
la distancia de un punto P( Pr» co, ) a la recta == - 


la Meda talk BD ón 


Escribiendo la recta en la forma cartesiana 
1 = Ax + By, como las coordenadas de P son 
Xx, = Pr cos w, »» yy = P; 3en 0, la distancia 


será 
AP 0084 +B sena, = 1 
4 P 4 
ica (9) 


V 1é + 32 
Angulo de dos rectas. 


Si llamamos V al ángulo de las dos rectas se tie=- 


ne V=A2= pa» 


Si la ecuación de 
la recta r, es 
a = A, cos y + 
+ B, sen (ws) para - 
un punto que se ale 
ja infinitamente so 
bre ella P -—? DD GQ —> Ar luego 





A 
. , = e 1 
A co3 A + B, sen Pr =0 Ósea 18 Pi = uN . 


Análogamente te Ao =- — . Luego se tiene 
2 








Es. La 
a + 
OS 2 "1  AnB,-AB, (70) 
EN EAS = 44 > LE "LATE 3 
1% q%*% 
1435 


1 e 


a 


La condición de paralelismo es por lo tanto 
O A, B, óÓ bien 


Jése 1 A, B, 
ria Y ds 
y la condición de perpendicularidad resulta 
A, A, + B, B, =0 (12) 


Estudio de curvas dadas por su ecuación en coordenadas 
polares. 


En el curso anterior se ha estudiado la determina 
ción de elementos notables de las curvas dadas en forma 
explícita, implícita y paramétrica., Vamos ahora a expo 
ter brevemente las mismas cuestiones para curvas dadas 
por su ecuación en cocrdenadas polares, indicando la - 
marcha a seguir para la representación gráfica de las 
mismas. 


Para estos fines resulta cómodo escribir la ecua- 
ción de la curva en la forma 


—L -£(0) 


Para obtener la ecuación de la recta tangente a -— 
la curva en un punto Pp 07)» se considera una se 


cante PQ donde Q es otro punto de la curva que se hará 
tender hacia P., 


Según (6) la ecuación de la recta PQ es 


E Cos senuw 


P 
Pr 


cos Y) 


, sen 0, =0 


1 
P> cos wd, sen w, 


Poniendo por comodidad 


= 15 


1 1 1 y 
e A Pi” cos Ww, = 0084 +A (cos a, ),, 


sen (W, = sen a) + A (sen ,) se Puede escribirs 


4 
eye cos 4) sen Y 
P 
1 
— cos w, sen w = 
Pr : 
L+p cos, +A 008 (0, 
¡Pr Pi 
o bien restando a la 3% fila la 22 


4 
— COS w sen ww ! 


P 


nba cos Y sen w 
P1 1 1 


[A A cos w, A sen w, 


Dividiendo por A 00, 


sen 0, +A sen (w 





y haciéndole tender 
a cero resu.ta 


1 
Ea COS q sen Uu 
P 


L cos ad, sen Ww, =0 dl 


P: 


A ) , A 

un ] 
| p 2 sen a, cos Mw, Pl Sy 
y desarroilando por FÉ ! 


la 12 columnas 


bt 


a cos (6 = (0, ) + S), sen(( - w, ) (13) 


P 


que es la ecuación de la tangente en el punto P( Py» w,) 


Esta ecuación cae en defecto si la curva pasa por el - 
polo y se desea la tangente en él. Pero si el punto' P 
de la curva tiende hacia el polo la recta OP tiende a 
la tangente en O es decir: Cuando una curva pasa por el 
polo, la tangente en este punto tiene como coordenada 
angular el valor de (Y correspondiente a p= O  deduci 
do de la ecuación de la curva, 


Es interesante la determinación del ángulo que =— 
forma la tangente con el radio vector, Para ello tra-- 
zando q paralela a la recta tangente si' su argumento -— 


es (),, como el punto 
+ =0, OQ = 00.) está en (13) 
y por otra parte wm, _ wm, A y se tiene 
1 1 
tg H= tel W,- 0W,) =-— 3 (5), 36 sea 
p 2 1 O 


tem =-— (14) 


Si se traza por O la perpendicular AB al radio vector 
de P se definen los siguientes segmentoss PB = tangen- 


te; PA = normal; OB = subtangente; OA = subnormal. Fá- 
cilmente se deducen las relacioness 


_. a 0 2 2 2 
“5 ii P NN =S5S jp > 


2 2 2 
Dias Sm +8 . Con ellas sale: 


2 po+p , 
=p . 5 (15) 
Pp 
Concavidad, convexided y puntos de inflexión, 


Se dice que una curva es cóncava o convexa respec 
to del polo O, en uno de sus puntos P, según que en un 
entorno de P la curva quede er el 
mismo semiplano que O, o ex el — 
opuesto respecto de la tangente — 
en P, 


Para deducir las condiciones 
que caracterizan la concavidad y 
convexidad supongamos primero que 
los radios vectores son positivos. 





Si la curva es cóncava en P (caso de la figura) 
el radio vector r de un punto de la tangente próximo a 
P será mayor que el £_ de la curva del mismo argumento 


o sea — > EE Análogamente si hay convexidad será 


P 


E < +. Si el radio vector es negativo se invier— 


ten los sentidos de las desigualdades. 
Sea "5 =f(0) la ecuación de la curva 


y — - 0s(0-) + (p), sen(4w — w,) la de la 


en 
tangente en P. Llamemos F(Uw) a la diferencia 5 - L 
Si hacemos (Y = wm, +A wm, se tiene 


Fw) -= L-L-7(0,)+7:(0,) A w; + 


¿(Am +... (16) 


- 18 = 
Pero F(w,) = al: = 5), = 4, , 
Pnu(6,) = ro - (L)7r eto. 


Pero dh, = Po ,, 4,= [- 2 sen (6) )+Caiposto ay) 
= SÍ, +. Lo mismo se obtiene 


tm 


d, 


1 
(a) etc. Luego 


P 
pelea re [por 


(17) 


Para un Aw suficientemente pequeño y por la continui 
dad de las funciones encerradas en los parénteais el — 
signo del 2% miembro, lo da el coeficiente del término 
de 22 grado. luego se obtienen las siguientes conclu— 
siones 


t 
Si Sy, Lo hay concavidad 


P P: 


" 
Si rl + L_<0O hay corvexidad 


P: 
1 re 12 
Como (E E) e erá 
SN j 
A A a al pi A 
Pp P 4 p. y» luego 


= 19 - 
> ¡e _ “u n 2 
P; P1P1+P1 
3 
P1 
2 


' " 2 
2 - + 
Pi Pa co hay corvexidad (19) 
1 


Para tener en cuenta el signo del radio vector se pue- 
de hacer la disousión asís 


hay concavidad (18) 


Si » A 5), Ma >0 hay concavidad ; 
1 


Ps 


si PA 4 — Pi <o0 hay convexidad. 
Ps 


12 n 2 
2P, = Pe *P; 
3 
P1 
en el punto P(pP1»0,) cambiando de signo, el punto 


P es de inflexión, puesto que la curva será cóncava a 
un lado de dicho punto y convexa al otro, 


Si el cociente se anula — 


Determinación de asíntotas. 


Cuando el radio vector A crece infinitamente al - 
tender el argumento Wa 
'un valor M4,» describe 


el punto P(p,0w) una 
rama infinita, 
Encontrada una direc 


ción asíntota correspon 
diente al argumento e, , 


falta determinar la dis 
tancia h de la asíntota 





A, O 


al polo, Para ello se pueden tomar unos ejes auwmi liares 
con origen en el polo. El eje OX paralelo a la asínto- 
ta y el eje OY perpendicular, Las coordenadas de los -— 
puntos de la curva son 
=p cos(w -w,) 
Bastará hallar 
y = Pp sen(W-w,) 


sen(w -0, ) 
P = lím |P sen(Ww = (0, )] =  lím iS 
ww —w, w —w, P 
A cos (4 — w, ) 4 Je dido LL 
= lím A 5 A 2 co se bulla 
w—w, 5) Cp) Elo — pub 
La .. 2? . A , - - ea 
ecuación de la asíntota será, pues: |» 2w5/] 
P =P sen(4 — Ww, ) 
, 
o sea ra = SP sen((W-w, ) (20) 


Si la ecuación de la curva está dada en forma implíci- 
ta p(p >) =0 y la escribimos 


pop 0) pro oe (0) +... =0 
dividiendo por fp queda 
ep, (aw) Pra) di iO (21) 
luego al tender ps 0 queda 
$, (wm) = 0 (22) 
Además derivando en (21) se obtiene 
q, (w) + PP (o) 4 Po (0) dk... =0 


y haciendo 2 —> 00 queda 


e E 


> ' (0, ) 
Pf» . a (23) 


Puede ocurrir ae 0), sea raíz doble de 9. (wm) = 


En ese caso pl (0, ) se anula también, AER 





hay que Bite derivando y resulta 


" 1 1] 2 
Ya e a > e Po. ”=0 (24) 


obteniéndose dos valores para h que corresponden a dos 
asíntotas paralelas. 


Círculos y puntos asintóticos. 


Puede suceder que cuando se haga crecer 4 indefi- 
nidámente, tienda a un valor finito a. Si se 'e dibuja - 
la circunferencia de radio a, al crecer (4 la curva va - 
envolviendo o es «envuelta por la circunferencia. Se di 
ce entonces que la curva tiene una circunferencia asin- 
tótica. Si el radio es nulo la circunferencia se reduce 
a un punto y la curva se dice que tiene un punto asintó 
tico en el polo. La determinación de estos puntos y cir 
Sala E es SEU e para A eL de, las. efe Us 


e que ¿ur A ntiios oO Y did 7 DS to 
dea de la Tepresentabi E a rvas coordenadas pola 
TeS. > 

Como norma conviene determinar; 


a) Simetría respecto del eje. polar; basta ver si cambian 
do 4W por =«dW no cambia el valor de Pp: Otras sime 
trías no son tan inmediatas de obtener, 


b) Campo de variabilidad, especiaimerr.s er. el caso de — 
que la función sea periódica. Esta “:ircunstancia sue 
le darse cuando f(4W) contiene funciones trigonomé 
tricas. 


sx 
c) Asíntotes é intersecciones de la curva con ellas. | 


= 22 


d) Tangzentes en el polo, si la curva pasa por él. 


e) Puntos múltiples; se obtienen por ejemplo los pun— 
tos dobles resolviendo las ecuaciones 


(047) = =(0), 1(0+ 217) = £(W) , etc. 


f) Un cuadro de valores con las coordenadas de algunos 
puntos. 


Hagamos aplicación a la representación de la curva 


_1-2sena 
(a coa 


Se trata de una función periódica de periodo 2 XT 
que no es simétrica respecto del eje polar. 


Para hallar las asíntotas basta tener en cuenta e 
que P£ se hace infinito para  cosqW= 3 que corres- 


ponde a los ángulos W - E (60%) y w= 22 (300%), 


Como h A es sen(Ww -c0,)] = a) 


[09] 
(12 senw).. (W-0.) 
o 1-2 cosa E 
Y—w, 
(1 -2 senw) - 2 cosw. (W-w ) 
. (o) 
= lím A E resulta 
RO sen w 
O 


h=-0,42 (para (, =60%) y h=-1,58 A 
(para “w_= 3007) 


Luego hay dos asíntotas de ecuaciones respectivas: 
Tr Tr 
- 0,42 = p.=en(W - 37) 9» = 1,58 = P.sen (uW- 2h). 


Las rectas tangentes en el polo se obtienen para 


ES O óÓ sea para sen (W= $ que corresponde a los 


argumentos OD = — y w = 27 


SOS 


Resolviendo la ecuación f(W+Nr) =- f(4W) se 
obtienen los siguientes puntos dobles 
(PE -0,52 , W= 15%),,(pz -2 ,4=75") 


Un cuadro de valores que resulta suficiente para 
una representación detallada es el siguiente: 





w 0% 15% 30% 45% 60% 75% 90% 120% 150% 1652 
P-10,55 0 1 m 19 -1 0,4 O 0,2 
Te 180% 210% 240% 270% 300% 315% 330% 345% 3600 

PP 0,333 0,7 114 3 wm -“5,9-2741,62 1 


Con estos datos se obtiene la curva que aparece «- 
en la figura, 







Eje polar 


-. — - —- 
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IV, Coordenadas trilineales en el plano, 

Dadas tres réctas que formen triángulo (al que -— 
llamaremos triángulo fundamental) y cuyas ecuaciones — 
en forma normal sean 


x cosot, + y seno, =P, 0 


x cosot, + y sena, — p, =0 (1) 
x coso, + y sen ly DA =0 


y un punto. P, (x, 3 y)» las distancias de dicho punto 


a las tres rectas dadas, son los valores que adquieren 
los primeros miembros de las ecuaciones (1) particula- 
rizadas para (x, , yy) + Estas tres distancias que llama 


remos d,> do» dy pueden servir para fijar la posición 


del punto P, en el plano ya que el valor d, 


sa que P, está en la recta primera si á, =0,6en 


la paralela a ella, a la distancia d en el senipla 


expre- 


1? 
q* Análogamente Pp, 
debe estar en una paralela a la segunda de las rectas 

(del a una distancia d, y en una paralela a la 3% rec 


no correspondiente al signo de d 


ta a una distancia dy» 
Los tres números (d, ¿d,,d,) se llaman coordenadas 
trilineales del punto P, y no son independientes en> 


tre sí, puesto que si llamamos A, B, € a los vérti— 


ces del triángulo de referencia y abc a las longi- 
tudes de sus lados, el principio de Moebius de las -— —* 


áreas de los triángulos orientados nos dice que 


P,BC + P,CA + P, AB = ABC = const, 


Luego se tiene que d,.2a + d,.b+a = 25 (2) 


50 
3 
(onde S es el área del triángulo ABC), lo que permi 


= 25 - 


te hallar una de las tres coordenadas trilineaies da— 
das las otras dos. 


Recíprocamente, si se dan tres números que satis- 
facen la condición (2) queda fijada la posición de un 
punto por la intersección de dos de las rectas, ya que 
la tercera debe pasar por el punto de intersección de 
las otras dos, 

Así pues, a cada punto corresponden tres números 
(4, ,4,,d,) y a cada terna, con la condición (2) co- = 


rresponde un punto. 
El sistema 


d = x cos ( + y sen o, =D; 


x cost, + y senol, — p, (3) 


mM 
" 


dy =gE cos oz + y sen oz bs 


permite calcular las coordenadas triineales de un pun 
to, conocidas las cartesianas y recíprocamente. 


Si se tiene una recta de ecuación 


Axr+By+C=0 (4) 
su ecuación en coordenadas trilineales es de la forma 
la, + md, + na, =0 (5) 


es decir, lineal y homogénea. En efecto del sistema (a 
se obtiene para x é y expresiones del tipo 


xXx = Mod, + N.d, 


y = Pod; + Qudo 


y como en virtud de (2) se tiene 


b e ió pe p ES 
53 a, + 73 do + 73 dz = | , al sustituir en (4) 


resulta una ecuación de la forma (5), 


Los vértices del triángulo fundamental tienen m=- 


LD6, 


las dos de las coordenadas. Así por ejemplo para el — 
vértice A, d, = dy = 0. Si un punto está en uno de -— 
los lados del triángulo fundamental, tiene nula la co- 
rrespondiente coordenada» 

Las coordenadas del incentro del triángulo ABC -— 
cumplen a, = d, = dz+ Las bisectrices interior y ex- 
terior del ángulo A, tienen por ecuaciones 
a, e a, =0 y d, + dz 


Si el triángulo fundamental es equilátero, se cum 


= 0 respectivamente 


ple d, +d¿+d, == = const, y esta constan 


1 3 
te no es más que la altura del triángulo fundamental. 
Si se toma dicha altura como unidad, será a,+d,+, = 1, 


obteniéndose el sistema de coordenadas trilineales más 
utilizado en las aplicaciones físicas y técnicas, 


Sima a 


, o A 
o do o joa el pe de po, 
- ds cg 
aia dee pt E A 


pre po ra ) a 
pu sepia Gi oye (yan 
Bal Ali Po): "loe e Y »/ ) 








ur 


O 


Py 


V. Sistemas de coordenadas curvilíneas en el espacio. 

El alumno conoce ya el sistema de coordenadas car 
tesianas rectangulares para la representaciór una Íti- 
ca de los puntos del espacio de tres dimensiones. Ex— 
pondremos ahora otros dos sistemas de coordenadas Muy 
utilizados, terminando con una referencia a los siste- 
mas de coordenadas curvilíneas generales, 


Sistema de coordenadas cilfnmivticas er el espacio. 


Un punto P del espacio queda fijado si se conoce 
su coordenada Z, y su 
proyección ortogc: - 
P, sobre el plano OXY, 


ni determinamos Py me- 


diante sus coordenadas 
polares (P,w); los — 
tres números (Os as 2) 
se llaman coordenadas 


semi polares o_cilíndri 
cas del punto P, 


El margen de varia- 
ción de dichas cocráe- 
nadas es como sigue 


0f£p< Oo 0O£0< 2717 -0£423<o0 


De esta forma la correspondencia entre los puntos 
del espacio y las ternas representativas es biunívoca, 
pero no es contínua. Si se hace para las coordenadas -— 


( y QU mel convenio citado en el caso del plano - — 

-0 <peiwm -=0<£u0we£o la correspondencia deja 

de ser biunívoca pero er: cambio es contínua, El paso — 

de las coordenadas cilíndricas a las cartesianas se ha , 
Pa e EA 





ce mediante las fórmulas ra z 
x = pp cos w dl ES hu ao 1 by 
y = P sen W : 
y el cambio recí redisnsh: pe Burela. 
proco medimmte ? 
0 dep yAss 
E un - E vu de 


e 


arc tg 7 


Los puntos en los que P es constante están situa 
dos en un cilindro de eje OZ y cuya traza sobre el pla 
no XY es una circunferencia de radio igual al valor de 


, 
P Los puntos ex que Z = const. están en un plano pa 
ralelo al XY. Aquellos en que (W= const. están en un — 
semiplano que pasa por 0% (si se admite sólo -- 
0% W<?2T, 0$P<.0w). 


Sistema de coordenadas polares en el espacio (coordena 
das esfericasy. 


Dados tres ejes rectangulares con origen en O, un 
punto P puede determinar 
se mediante las siguien= 
tes coordenadas: su dis- z 
tancia pal origen3 el - 
ángulo Pque el plano de 
terminado por el eje 2 y 
el punto P forma con el 
plano XZ, y el ánguio 0 
que la semirrecta OP for 
ma con el eje Z, 





El número llamado - 
radio vector varía desde 
Dáo (0£P<0w). El - 
¿ángulo llamado a veces 
acimut tiene el siguien- * 
te intervalo de variación 

O< € < 2N, 


DS 
sx 


e. 
a 
— 
—. 
a Nx 
— 
a 


| 
| 
j 
| 
Y 
a 
P 





El ángulo € llamado a veces distancia cenital, va 
ría asís OS$O<T, A todo ES P distinto de O co- - 
rresponde una sola terna P> 8) y.recíprocamente 
a toda terna de valores Ad comprendidos en los in=- 
tervalos especificados, corresponde un sólo punto. La 


2100 


correspondencia establecida de esta forma es biunívoca 
pero no es contínua. Si admitimos que las tres coorde- 
nadas (PsP, 0) pueden variar en el intervalo (cb, 00) 
la correspondencia se hace contínua pero deja de ser — 
biunívoca. 

Si designamos por (x,y,2) las coordenadas carte— 
sianas de P, es inmediato deducir las siguientes fórmu 
las de transformación E 


x=p sen 6 cos f 
y =p sén O sen P (3) 


Z p cos e 


y las fórmilas inversas 


P Vi hy 4zl 


P arc tg —— > (4) > 
RS anda 


ms 4 2 
O = arc tg LEA 
z 
Los puntos en los que = const. están sobre una 


superficie esférica de radio P, todos aquellos que — — 
cumplen 0d const. están en un semiplano de arista 0Z; 
finalmente los que tienen constante la coorderada 0 es 
tán situados en una superficie cónica de revolución de 
eje 0Z y semiángulo en el vértice de valor 0. 


Sistemas de coordenadas curvilíneas. 


Supongamos que las coordenadas cartesianas rectan 
gulares Xy y, 2 de un punto P del espacio se expresan 
mediante otras coordenadas u, Vy Wy mediante las ecua— 
ciones 

= A AN ES < 
x= x(uv, w) ,, y = y lu, v, w) ,> 2 = 2 (uy v, w) 
y Que recíprocamente estas ecuaciones permi ten determi 
nar de manera única u, Y, W, en función de Xy Yy Zo 


Si se desplaza el purto P, de modo que y y W per— 


tra 30 — 


manezcan constantes, y sólo varía u, se describe una =-, 

curva alabeada que llamaremos curva us. y Loa ho em 
Análogamente quedan determinadas en cada punto low 

ctras dos curvas coordenadas que llamaremos curva y y 


curva Wo 


Si se mantiene - 
constante una sola co 
ordenada u, V, Ó Wy - 
se determinan tres su 
perficies que pasan -— 
por el punto P del es 
pacio y que se cortan 
según las curvas coor 
denadas, llamándose - 


superficies coordena- 


das. 


Son de especial 
interés los casos en 
que las superficies - 
coordenadas y por tanto las curvas coordenadas sean — 
ortogonales entre sí en cada punto P del espacio. Tales 
sistemas de referencia se liaman sistemas de coordena- 


das curvilíneas ortogonales. 


El sistema ya citado, de las coordenadas cilíndri 
cas es un ejemplo sencillo de coordenadas curvilíneas 
ortogonales. Si llamamos r= us», 0 Vi 2=wWw —- 
resulta que en cada punto P la curvá u es: una circunfe 
rencia de radio r y las curvas y y w son rectas, Las — 
superficies coordenadas son pianos y cilindros. 





El sistema de las coordenadas esféricas es otro — 
ejemplo. Aquí las líneas coordenadas son rectas que pa 
san por el origen, circunferencias con centro en el — 
eje 2 contenidas en planos normales a dicho ejes, y cir 
cunferencias con centro en el origen contenidas en pla 
nos que pasan por el eje Z. Las superficies coordena-— 
das son planos, esferas y conos. 


Otro caso, más especial, se obtiene a partir de la 


== - 


E y ES 2 2 2 
ecuación + + = 13) (al bU<e 
ae =A p? -A o? OS ) 


que representa para cada valor de A una cuádricaá con cen 
tro en el pi 








si A ES se obtienen elipsdides. Si as < A < p? . 


se trata de hiperboloides de una hoja y si y? L bos — 
resultan hiperboloides de dos hojas. 


Fijado un punto P(x, y, z) la ecuación anterior - 
puede considerarse como de tercer grado en la incógnita 


A. Se puede demostras ds e tres reiges rsalesy una 


menor que AS otra entro ¿e y y y otra entre p? y ea - 
Esto significa que por cada punto del espacio pasa un -— 
elipscide, un hiperboloide de una hoja y uno de dos ho— 
jas, del sistema de cuádri cas representado por la ecua—— 
ción dada. Para z =0 se obtiene como intersección con 
el plano OXY un conjunto de cónicas que tienen “Los mis 


mos focos puesto que (p* <A) - la? - A) e des 


independiente de A. Dicho conjunto de cónicas se a 
un sistema homofocal, por lo cual se dice que la ecuación 
dada representa un sistema de cuádricas homofocales. 


Se puede comprobar que las tres cuádricas que pasan 
por cada punto P del espacio son ortogonales entre sí -= 
dos a dos, por lo que se dispone de un sistema de coorde 
nadas curvilíneas ortogonales, 


te +) . . e AN 
Deudioiutia a e «Ba, eee calor rio 


SÍ ¿ ha 


A A 
A e ca a ad 
| uz br. t to, 
eo a a des 
yop A AA de AS ee AS dl 


e. lp e ls, EAT] 











| (4, Me u(q,d) td) 

1 4 o 

¡ h dal dee o A 
| ud AS é involución en series rectilíneas Y 
+ 


haces de rectas y planos, 
Me Proyectividad en figuras de 1% categoría (series recti 
¡—>= . jínmeas y haces de rectas ú planos). 
rovo hm 
:5n El alumno conoce ya las razones dobles en series 
== _>ectilíneas y en haces de rectas Ó de planos. 


Se dice que dos series, o dos haces o una serie y 
e ¿una haz, son proyectivos, si entre sus elementos existe 
usa correspondencia biunívoca tal que a una cuaterna -— 
de elementos de la primera entidad con una razón doble 
A corresponde una cuaterna de elementos homólogos en 


od E 
pola dica Ly la segunda con la misma razón doble A. 


dd ya Si designamos por x las abscisas de la primera fi 
e dp gZgura y por y las de la segunda, debe ser 


dun 


a 
Zzt 
a! 


PRE o) 
 puefuemólitado, de (x, EX 3 x) = (3, Yo Y3 y) (1) 
Al eg, 

da da de 7 


Ecz dei E E EA E Yy "Y Joy 
a plz e AA HS 
2 Y 7 Y Yo“ y 


del, y haciendo operaciones resulta una relación de la form 
, eS J, 2 
late cds Axy+Bx+Cy+D=0 (2) 


Kkúu ue. dle 
que se llama ecuación de la proyectividad, 


a ¿ek De (2) se deduce que 

ciebe 
da ar 1 Bx+D 
ae Es LEN Ao ei e va rl (3) 
Labios a A y Bd B D 
parese PAR ES E 6 rl 
llena: dee plo, - A C e x(dy ra) E 


porque de lo contrario la correspondencia Te sería biu 
1woces El n2 BC -— AD AO se llama módulo de la pro 
ectividad. : 

Empleando las O: homogéneas la ecuación ; 


o E o 
muta He 


> 






tricial 


y 
(4) 

















y! Á C x! 
o más brevemente Q = MP donde P es el elemento cuyo 
transformado por la proyectividad Jr es Qe 

La proyectividad 


y 1 lo] x 





y' 0 , x' 


se dice que es la transformación idénticas. 




















El producto de dos proyectividades 


Q= mP >» R= 1, Q es la proyectividad 
R= (1mo1m4)P. 
Como de (3) se deduce 
Cy + D 
ERE (5) 


se tiene que se puede pasar del elemento Q al elemento 
P mediante una proyeotividad que so llama recíproca o 
inversa de )r y se representa por J7 = . 


En consecuencia, podemos afirmar: todas las pro-- 


yectividades forman un grupo que se llama grupo proyes 


tivo, 


Determinación de la proyectividad. 

Puesto que la ecuación (2) contiene cuatro cons— 
tantes, y una de elas puede recibir un valor arbitra- 
rio, la correspondercia proyectiva entre dos figuras - 
de primera categoría, queda determinada dando tres ele 
mentos de la primera figura y sus homólogos en la segun 


- J4- 


da. A continuación bastará expresar que son iguales — 
las razones dobles de las cuaternas correspondientes o 
escribir el sistema 


Ax y +YBx +Cy +D=0 
Ax, yy+Bx,+Cy,¿+D=0 
Ax yo +BxX3+Cy2+D=0 
£3,I EBRO yy Ds 9 
cuya condición de compatibilidad ess 
Xy x y 1 
A A 
=0 (6) 


aa a A 
a E 
Puntos límites.- Series semejantes. 


Si consideramos dos series proyectivas se liama - 
punto límite de una serie al homólogo del punto del in 
finito de la otra, 


Si en la ecuación (3) hacemos x —=»o0 resulta - 
y >- =+ +. Análogamente si en la ecuación (5) se ha- 
ce y >0 resulta x —— + . Luego el punto lími- 


z C 
te de la primera serie tiene por abscisa (- 7) y el 
de la segunda (- 2) e 


Puede ocurrir que los puntos del infirito de am— 
bas series sean homólogos. Para ello es condición rece 
saria y suficiente que Á sea cero, y en este caso la — 

.. 
ecuación (2) se reduce a Bx+Cy+D=0 y las se- 
ries se llaman semejantes, 


Si Xy» x> son dos puntos de la primera serie homó 


= 30. 


logos de los yy é Yo de la segunda se tiene 


Y Eg 


luego en dos series semejantes la razón de segmentos — 
homólogos es constante. 


Ura propiedad interesante de los puntos límites = 
es la siguientes El producto de las distancias entre — 
los puntos límites y los de una pareja de puntos. homó- 
logos es constante. En efecto 


C B B C B 
A A 
LAXyIiBxX+Cy ¿Bo _BLranD 
A 27 2 
A A 


Á esta constante se le llama potencia de la proyectivi 
dad . 


Series _ (o haces) superpuestos, Elementos dobles, 


Si las dos series (o los dos haces) tienen el mis 
mo soporte, y están referidas a 1 mismo origen y ele= 
mento unidad, se pueden kallar los elementos dobles, o 
sea elementos que coincidar con gus rkomélogos, haciendo 
x =y en la ecuación (893 que se convierte en la ecua 
ción de segundo grado 


AS (B+EC)x4+D=0 que tiene 
Por raíces 
B+40iVGriro?-2410D 
xXx = 7 (7) 


Si las dos raíces son reales y distintas hay dos 


buntos dobles reales y la proyectividad se llama hiper 
bólica, 


Si las dos raíces son imaginarias conjugadas no - 


e 


hay puntos dobles reales y la proyectividad se llama -— 
elíptica. 

Si existe una sola raíz, hay un sólo punto doble 
y la proyectividad se llama parabólica. 


La razón doble de los puntos dobles y de una pa— 
rea de puntos homólogos es constante y se llama carac 
terística de la proyectividad. En efecto si llamamos = 
A y pm a los puntos a se cumple 


le a SES + (B+ C)A +D=0 
AAN) A gnv) pat. 











AMN ¿AH ap? +(B+0)8 +D=0 
dany a] BRAD e 
am A Luego yA $ = 
A An) (a 1 foo AA 
8 de ol 
- — 2 y EA _(BHAA) x + (D4 Co 
— _BX3D_ =p =(B4 AB z>1074 CA 3 
AxX>+c E 
x4D+ co 
¡ EA ¿BLA B+AQC y 
> B+A eS DC Xx - 
P B :+5+18 Pp 
Pero + e y también A =-p juis 
B+Acdt 


go el cociente anterior queda reducido a La. > 


ue es constante 5 
OS E RS 
Involución, 


Supongamos una proyectividad Jr entre dos formas — 
de 1% categoría superpuestas, Sea Q = P. El elemen- 


to transformado del Q será el R tal que R = IrQ=m P 
el cual en general será distinto de P. Puede ocurrir - 
sin embargo que sea R =P; se dice entonces que el -— 
par de eTanentos a co rrsesondsn doblemente. 


a 


De, AE 4 ? Pl Lo bre! 
AS 2re 


= 317 - 
Si la ecuación de la proyectividad es 
Axy+Bx3Cyz+D=0 
la condición para que ello ocurra es que 
Ayx+By+Cx+0D=-= 
Si se resta miembro a miembro resulta 
(B-C) (x= - y) = 


Para que se cumpla esta igualdad debe ser x=y 0-- 
tien B = C. El primer caso significa que x es un punto 
doble de la proyectividad dadas Si x É y debe ser =— 
B=C y la ecuación de la a se escribe 


Ax y+ B(x E O (8) 


y entonces no sólo un par x,y se corresponde doble— 

mente, sino cualquier otro par de elementos homólogos. 
. . . .. . 

La proyectividad se llama entonces involución. Es decir 


"La involución es una proyectividad entre formas 
Superpuestas en la cual todos los elementos.se corres 
ponden doblemente", 

La ecuación (8) es la ecuación general de una in- 
volución y la condición de que el módulo sea distinto 
de cero se escribe abora así3 


AD-B L0 (9) 
En una involución los elementos homólogos se lla- 
man también conjugados». 
Una involución es une. proyectividad de caracterís 
tica -1, es decir la cuaterna formada por los puntos — 


dobles y una pareja de puntos homólogos es armónica. — 
En efecto, los puntos dobles satisfacen la ecuación 


-= 38 - 
Si en la ecuación (8) escrita 


x y +5 (x + y) +7 - 0 


sustituímos z y z por sus valores sacados de (11) 


se obtiene 
x, +x 


1 


xy (1+y)+x =0 ó sea 


qt 


(x, + x,) (x + y) - 2(x, xXx, +xy)=0 


2 
que es la condición de armonicidad. 


De la ecuación (10) se deduce que los elementos — 
dobles de una involución son 


+ y,2 
y,  BIVB-AD eS 


A 


pudiendo distinguirse dos casos+ 


a) Si B? =ADO)>O los elementos dobies son reales 
y distintos, diciéndose que la involución es hiperbóli 
Cae 


b) Si p? =AD<CO los elementos dobles son imagi- 
narios conjugados diciéndose que la involución es elíp 
tica. 


2 
Obsérvese que no puede ser B"-—AD=0 porque 
entonces la proyectividad sería degenerada. No existen 
por tanto involuciones parabólicas. 


Suele llamarse centro de una involución al conju- 
gado del punto del infinito de la serie, que no es - -= 
otro que el punto medio del segmento determinado por — 

: B ¿ : 
los puntos dobles, Su abscisa es E Si se toma di- 
“cho punto como nuevo origen la ecuación de la invaiau-=- 
ción será de la forma 


x' y' = k(const) (12) 


= 39 - 


La constante k se llama potencia de la involución. 


La fórmula (12) expresa que el producto de las distan- 


cias del centro de la involución a todo par de puntos 
homólogos es constante. 

Si la constante x es pcsitiva (involución hiperbó 
lica), ocurre que si x! —=+0 y! —=>0,es decir si - 
el punto P se acerca al centro de la involución en un 
sentido su punto homólogo Q se aleja en sentido contra 
rio. Las dos series reciben por ello el nombre de dis- 
cordes. En las involuciones elípticas, por el contra— 
rio, k es negativo y por tanto si P se acerca al ori— 
gen en un sentido, Q se aleja en el mismo sentido; las 
series reciben el nombre de acordes. 


De la forma de la ecuación (8) se deduce que una 
involución queda determinada por dos pares de elementos 
homólogos. Escribiendo el sistemas 


e E E 
A Xy yy+ B(x, + yo) +D=0 
A x, yo+ B(x, + Jo) +D=0 


la condición de compatibilidad del mismo 
x y x +y 1 
Xx, Y, xy + y, 1 =0 (13) 


X> Jo Xx, + Yo 1 


es la ecuación de la involución determinada vor los — 
dos pares (xy 94) 5 (z21Y0) de elementos conjusados, 


Involuciornes especiales.- Involución rectangular en los 
haces de rectas. Simetría. 


Si en un haz de rectas, a cada rayo x se le hace 
corresponder al y perpendicular a él, como la condi- -— 
ción de perpendicularidad es 


xy+1=0 (14) 


- 40 - 


resulta que cada par de rayos perpendiculares son con- 
¿jugados en una involución llamada involución rectangu- 
ar, cuya ecuación es la (14). Los rayos dobles tienen 
por abscisas tangentes E 1 


Si el vértice del haz es el punto (a,b) los rayos 
dobies citados tienen por ecuación 
y -—b= + i(x - a) y se llaman rectas isótropas que — 
¿ OPA JETTA TS 
pasan por (a,b) y su conjunto está representado por la 
ecuación 


(lx - a + (yg -b)=0 (15) 


Otra involución especial se obtiene en las series 
si A = 03 su ecuación se puede poner en la forma 


x+y=2k (16) 


y representa una simetría con centro en el punto de -— 
abscisa k. Los puntos dobles de esta involución son el 
centro de simetría y el punto del infinito de la recta, 


La simetría en un haz de rectas respecto de un ra 
yo cuya abscisa sea tg (Q, es también una involución 
en la que los rayos dobles tendrán por arscisas te € 
Y =ctg8 , Un sencillo célculo indica que la ecuación 
de dicha involución es 


x y sen(2 p) + (zx + y) cos(2 ) - sen (2 Pp) =0 IT) 


En efecto, como 


x 


te(p — ) 


y te(q+o) 


_ 18 - tg 
14 tete 


se tiene 


x 


- 889 + tg 
1 - t8q tg 


Eliminando «X entre las dos ecuaciones se obtiene (17), 


e 


o a 

VII. Homografías planas. Homologfa.= Casos particulares, 
Homografía en el espacio. 

Homografías planas. 


"Diremos que dos planos son homográficos, si sien= 
do Xy) Xy Xj las coordenadas homogéneas de un punto 


P de uno de los planos é Y4> Yo) 93 las coordenadas 


también homogéneas de un punto Q del otro plano, se — 
tiene una transformación lineal de éstas en aguéllas,- 
es decirs 


a E o E 
ER 
PESE RATA ASS 


con la condición de que el determinante de los coefi— 


cientes A llamado módulo de la transformación li-- 


neal sea distinto de cero. (JA] 4 0), De las fórmulas 
(1) se deduce, despejando las: ys 


TY = 417 2, + 4Ao7 22 + Az xy 


2214 Yq + 877 Ya + 29 yy (1) 


OYo = Ajo Xy +Azo Eo + Azo 33 (2) 
O y = Ay 3 X, + 43 X> + A33 Xy 
donde A,, es el adjunto en |JA| del elemento Aj) £cua= 


. 2 . 
ciones que representan otra homografía que se llama in- 
versa de la primera, 


A todo punto P(x;) corresponde un punto ay; ) y 


recíprocamente “luego la correspondencia establecida es 
biunívocas 


Si un punto P(x,) de uno de los planos recorre — 
una recta 
a IN Y 
Ai e - 4 e cod : /) : A _ Exa, 
me lada ga mb ii sn Bla e roma o a h 2] 
Roa o Epa a Jan 29 sa burdo rt de A (eo Y, / 
Y 1 ta 
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el punto correspondientes Qlyj ) recorre también una —— 
recta, cuya ecuación es, en virtud de (1), 
2 Aj Uy Y, 50 (3) 
y cuyas couordensdas plúckerianas son por tanto 
' = 1, + 7 S 
GC v) 77 Uy + Soy Yo + ar Y 
19 Uy + 257 uo + 232 Uy (4) 


6' ya + 23 Y + 233 Uy 


gd” v, 


Tstas ecuaciones dan la tranmsformnms.ción traspuesta de - 
la (1) puesto que su matriz de coeficientes es la tras 
buesta de la de (1) y expresan la homografía inversa — 
Para la correspondencia entre rectaso 


Si resolvemos el sistema (4) despejando las u, Se 
ovtienes 


p' 

Es ZN 

P y + Ao vo + Az vz (5) 
= + 

Pp u Azq Yy Az vo + Az Y; 


ecuaciones que expresan la homosrafía directa para la 
correspondencia entre rectas. 


[9 
! 


= Ayy Vy + Ayo Vo + Ay vy 


S Bos v 


S 
m 
1 


Si en dos planos coincidentes todo punto se co- — 
rresponde a sí mismo se tiene la identidad, y las ecua 
ciones precedentes dan entonces simplemente una trans- 
Formación de coordenadas. AN: qn 

Dos puntos o dos rectas nomplogos de dus planos -= 
homográlicos son bases de formas' correspondientes, 

Las ecuaciones precedentes son susceptibles de —— 


otra interpretación, considerando por ejemplo las Xi — 


como coordenadas de rectas, y conservando para las Yi 


su Sigrificado anteriors La correspondencia entre pla- 


das a dnde du po 2 crei Se A qe sE dl Visa, da, 

¿ lo que e d L rjujeto Les Se jalo La 0 
e e A. O E 
EE Y, ¿At un dio yA PAGS Mo E e E 
PS 


nos que así resulta es de o a recta y de serie rec 
tum 0 


tilínea a haz de rectas. Tal oda reci be el 
nombre de correlación. Tr A 2 o 2 IN 





Las homografías y las bi ea ica Ss de dos formas 
de segunda categoría reciben el nombre común de PEOpEOs SN 
tividades entre dichas formas. » 


a 
Volviendo a considerar exclusivamente homografías 
veamos algunas otras propiedades. 


Si se tiene una transformación lineal entera de - 
las y¡ en las Xx; y otra de las x, en las Z, Se obtiene 


una transformación lineal entera de las y, en las 2;y3- 


cuyo módulo es igual al producto de los. módulos de las 


dos primeras. Esto se expresa diciendo que el producto 


de dos homografías es Otra homografÍa. Somo el produc- 


to de homografías tiene la propiedad: asociativa, con=— 
cluimos de todo lo expuesto3 "Las nomografías en las = 


figuras de segunda categoría . Forman: un: grupo. 


Aunque aquí nos hemos reierido a ia homografía en 
tre planos todo lo dicho vale para la homografía eztre 
dos radiaciones o entre un plano y una radiación, ya - 
que estos casos pueden obtenerse por proyección 0 por 
dualidad del caso de dos planos. Kie 


En toda homografía el entre_Yi iguras de de segunda cate- 


gorías a una figura d e primera Aaa tesoria corresponde = 
otra proyectiva con ella. 


Esta proyectividad se dice subordinada a la homo- 
grafía. 


En efecto, si designamos por f y £, dos funcio= 
nes lineales de las coordenadas y por f' y f! sus e 


transformadas. por las relaciones (1) 6 (5) según sea 
la naturaleza de las coordenadas, la ecuación 


f + Af, =0 se transforma en la f!+A * =0 sien 


do el parámetro A el mismo en ambas. Esto indica que — 


= 44 - 


la razón doble de cuatro elementos de una figura de — 
pa categoría es igual a la razón doble de los ele 

mentos homólogos en la figura trarsformad8. Basta re-- 
cordar que la razón doble de cuatro elerentos puede ex 
presarse por la razón doble de los correspondientes va 
lores de Ao. 


Las ecuaciones (1) en coordenadas cartesianas or- 
dinarias se escribens 


¿E 
U 
EA E 


(6) 


onde 
ES 3 73 Y3 
Se llaman rectas límites L y Lt! a las rectas ho 
mólogas de las rectas impropias x, =0 e 2. O. Sus 
ecuaciones son respectivamente 
L = + 7 = 
y E + y at 0 (7) 
le A = 8 
LI= Aj, Xy + Az xo HAz7 x3 =0 (8) 


Las ecuaciones (1) tienen nueve coeficientes de - 
los cuales ocho son esenciales. Dar un par de puntos — 
homólogos (o de rectas) equivale a dos relaciones li— 
neales entre ellos, luego una homografía está completa 
mente determinada cuardo se conocen cuatro pares de -=— 
elementos homólogos o sea que "existe una homografía y 
sólo una que hace corresponder a cuatro puntos o rec-- 
tas de un plano, de los cuales tres cualesquiera son — 
independientes, cuatro puntos o rectas de otro plano -— 
de los cuales tres cualesquiera son independientes", 


Homografías entre formas superpuestas. Elementos dobles, 


Consideremos ahora las homosrafías de dos planos 
superpuestos referidos a un mismo sistema, o como sue 


= 145 - 


le decirse las homografías de un plano consigo mismo, 
Su estudio está íntimamente ligado a la consideración 
de los elementos de coincidencia o elementos dobles, -- 
Siendo las ecuaciones de la homografía las (1), los - 
puntos dobles se obtendrán igualando las coordenadas - 
x, con las Y, resultando las ecuaciones; 


e 
2 Y + (077 p)xp+ 293 x3 =0 (9) 
237 E 232 Xo + (a33- 2) x3 =0 


Estas ecuaciones son compatibles (para valores no 
todos nulos de las x,) cuando el determinante del sis- 


tema es cero, es decir 


a E 213 
Dd(P)= [3 E a id (10) 
ES 238 y 


ecuación de 32 grado en ya llamada ecuación caracterís 
ticas. 


Para cada una de sus raíces las ecuaciones (9) -— 
dan las coordenadas de los puntos dobles respectivos. 


Como la recta que une dos puntos dobles es doble, 
la determinación de las rectas dobles se reduce a la - 
de los puntos dobles. 


Pueden también obtenerse directamente de las ecua 
ciones (4) haciendo v, =u, resultando el sistema. 


(as, =P) au, + a, uy +azy uz =0 (11) 
y cuya condición 
u, + 11,+* ay uy = 0) de compatibili- 
1 ce pd 323 dad es la misma 
o) (10) 


212 
eE uy +2 uu +ey-p Ju, 


La ecuación característica tiene algunas propieda 
des importantes que iremos señalando a continuación: 


Si P: y Pe son dos raíces distintas, vamos a de 
mostrar que el punto doble P, obtenido al poner P= Ps 


on las ecuaciones (9) está vaiRS en la recta doble — 
r> obtenida llevando el valor Pp" Po a las ecuaciones 
(11). Escribamos en efecto que las coordenadas X¡» Xp 
x, de P, verifican las tres ecuaciones (9) y que las — 
coordenadas piúckerianas Us Usa Uy de T> verifican -— 
las ecuaciones (11)3 sumando miembro a miembro las — 
seis relaciones así formadas multiplicadas respectiva- 
mente por u Uy Y “Ly X -X obtenemos la re- 
P 99 Yor Yys q) 2) 3 


lación 
(Pa Pr?) (9 2, +07 xo +u x, =0) 
que demuestra la própiedad citada» 
Una raíz pi de la ecuación (10) sustituída en — 


D(P) da para la matriz correspondiente una caracte 
rística menor que 3, es decir k =2, 1, 0. Si k = De 
las ecuaciones (9) equivalen a dos linde lmente indepen 
dientes y habrá un solo punto doble. 


Si k= 1 las ecuaciones (9) equivalen a una so- 
la y habrá una receta de purtoz dales. En este caso - 
Pr será raíz doble, puesto que para p= Pi se ánu= 


lan los menores de segundo orden de D(P)» y la deriva 
da D'(P) también se anulará por expresarse como combi 
nación lineal de menores de segundo os“lens La transfor 
mación recibe el nomctre de homologí.., y será estudiada 
después en detalle. Si k =0 serán nulos todos los -= 
elementos de xp), y la transformación es la iderti_ 
dad» 


Ahora vamos a analizar los distintos tipos de ho- 
mografías que pueden existir según la naturaleza de -— 
las raíces de la ecuación característica. En el caso - 


=AT = 


k =2 puede ocurrir; 


a) Las tres raíces de la ecuación característica son 
reales y distintas. En este 
caso existen tres puntos do- 
bles distintos Ass Ass Azs y 


tres rectas dobles distintas 
dq) Ay Ay» Si tomamos como 





triánesulo de referencia el 5 
A, A, Az la transformación 


homográfica tendrá por ecuaciones 
PE=Pid .” PRe="PeYa » P3=p37 6 
(12) 


en notación matricial 
pr 2 ze 1 
2 0 p,| 93 


b) La ecuación característica tiene una raíz real - 
P y y dos imaginarias conjugadas. 





Az 





Sélo existe un punto doble A, co 
rrespondiente a la raíz Pr y - 
- una recta a, no incidente con el 
punto, 

c) La ecuación característica tiene una raíz doble 
Ps y una sencilla P2* Existen dos puntos. dobles A, y 
A y dos rectas dobles A, A y otra que pasa per Aj. 


d) La “ecuación característica tiene una raíz triple 
Ps . Existe un sólo punto doble A, y una sola recta 


doble a) que pasa por él. 





* Az Ay 





EomologÍa. 
Hemos dicho antes que si para una raíz CP: la ca= 


racterística de D( les 1, la homografía recibe el — 
nombre de homología. La reíz Pr es doble». Existe una 


recta de puntos dobles que se llama eje de la homología 
y un haz de rayos dobles cuyo vértice se llama centro 
de la homología. 


Si la otra raíz de la -— 
.. LA . 
ecuación característica P3 - 


es diferehte de Pr tomando y 


un triángulo de referencia - 
que tenga un vértice en el - 
centro de la homología, y tal 
que el eje sea el lado opues- : 
to, la transformación tendrá 
por ecuaciones 


PR = Pido Pen PiY2s> P3=p3Y (3) 
La razón doble de la cuaterna (A¿PXY) en donde Y 


es el homólogo de X y P el punto de intersección de la 
recta XY con el eje, es un in 
variante y se llama caracte-- 
rística de la homología. Di— 
cha razón doble vale 


En. 
P3 


Si la raíz P3 de la ecua 





= 49 - 
ción característica coincide con Pr es decir si hay — 


una raíz triple, el eje de homología pasa por el centro. 
En este caso son dobles todos los puntos de la recta a, 


y sólo ellos. Son también dobles todas las rectas del - 
haz de vértice A y sólo ellas, 


Las condiciones que deben verificarse para que las 
ecuaciones (1) representen una homología, se obtienen — 
expresando la equivalencia de las ecuaciones (9) dos a 
dos; y resultas 


E Na sd ar PLA E 
> z ,, y E - 
827 A 231 Be 
a an” —- a, 
= = = = 3 de las que se deduce 
31 32 q 


cala Ms ce o Er o ea PA 


pi 


23 243 
cas o a A Lia) 
32 12 
y por tanto 
scr gar y llos War Ea TODO (15) 
a, a a a a a 
a E a A 21 


lo que indica que los elementos no principales del mó— 
dulo de la transformación son proporcionales a los ad-—e 
juntos de los elementos simétricos respeoto de la diago 
nal princi pal. 


Una homología queda determinada dando el centro, - 
el eje, y un par de puntos homólogos (que estarán ali_ 
neados con el centro) o un par de rectas homólogas (que 
serán concurrentes con el eje). Las construcciones grá- 
ficas relativas a figuras homológicas son muy sencillas, 


- 50 = 
. . . 
y se verán en las clases prácticas, 


Homografía involutiva.- Homología involutiva_o armónica 


En una homograf'ía entre dos planos superpuestos — 
al punto (xy > >> x3) le corresponde mediante las fór-— 


mias (1) el punto (y, s Yo, y3)3 a este segundo punto 
le corresponde un tercero (2,> Zo) 23) que en general 


ea distinto del primero, Para que el primer punto el 
tercero coincidan debe verificarse en virtud de (1 y 
(2) ques 


Ay Xy + Aj, x, + Az, x, Mt Xy + Ao x> vo Xy Ñ 
277 Xy + ajo Xo + 243 xy oy Xy + ano > 223 Xy 


Ñ Arz Xy + Aoz x, + Az Xy (16) 


234 Xy + 232 > + a33 Xy 


ecuaciones que determinan los puntos P que se corres— 
ponden doblemente con sus homólogos. Para resolver el 


sistema (16) llamando P al valor de las tres razones - 
se tiene el sistema 


(A,, =p a, )x, + (Ay - payo + (Az, =pay30xz =0 
(Aj2 =P321)x, + (Ajo =Paro)xo + (Az) -Pazz)x3p= 0 


(Ay 3 -p3y, Jx, + (A = Pazo)x, + (Az =P 233)x3 =.0 


duya condición de compatibilidad es: (17) 
da A La Pé ki? 
Areta PE PERES 


Ed hoz 7 fa A 
(18) 


Es er 
lo que da una ecuación de 3" grado en P y que resuel- 


SS 


ta y sustituidas las tres raíces en el sistema (17) = 
permite calcular las coordenadas de tres puntos que se 
corresponden doblemente en la homografía. 


La homografía se llama involutiva cuando todos -— 
los puntos se corresponden doblemente. Para ello el —- 
sistema (17) tiene que verificarse para toda terna — 
(xy, xo) x>) luego todos sus coeficientes deben ser -— 


cero, o sea 


(19) 


Comparando con las relaciones (15) se deduce que 
toda homografía involutiva es una homología, 


En una homología involutiva la característica va= 
le -1, porque: como es el valor de la razón doble -.- 
(A, P X Y) que debe ser igual a (Az PYX) y por -- 


otra parte la segunda tiene por valor el recíproco de: 
la primera debe ser k = -1, Por esto la homología in= 
volutiva recibe támbién el nombre de homología armóni- 
ca» 


Las dos rectas límites coinciden en este caso, y 
están sobre la mediatriz del segmento perpendicular -— 
por el centro al eje. 


Una homología armónica queda determinada dando el 
centro y el eje de la. homología. 


Afinidad. 
Recibe este nombre la homografía entre dos planos 


tal que se corresponden las rectas del infinito de am- 
bos planos. 


Como en este caso no tiene interés el empleo de — 
coordenadas homogéneas emplearemos las ecuaciones en — 
coordenadas ordinarias que serán del tipos 


= 5 - 
xt=ax+byzv+c 
(20) 


Jopritayo+r 


donde los coefivjientes deben cumplir 
b 
A = 0 (21) 
Pp |a 


para que la correspondencia sea biunívoca, El número A 
se llama constante de la afinidad, 


a 








Obsérvese que todas las transformaciones -estudia- 
das anieriormente (rotaciones, homotecias, semejanzas, 
etc») son casos particulares de la afinidad. 


Una propiedad fundamental de las afinidades es la 
de conservar la razón simple de tres puntos alineados. 
En efecto dados tres puntos 


A, (xy 34) ,, A7 (15132) ,> Az (23,33) 
su razón simple es 


RN vd EE 
Ad ayi al el 
12% A, Az X3 =X2  J3 7 Yo 


Ñ a(x - x,) + dly, — yy 
a(x, - x,) + o(y3 - Yo) 
La razón simple de los puntos transformados vales 


] E y alx, - x,) +1 - Ya) Ñ 
El Ma E ax, — xo +.b Y3 7 Yo 


dS (A, fa A) 


(as AS As) 


Otra importante propiedad es la siguientes 


En toda afinidad el cociente entre las áreas homó 
logas es igual a la constante de la afinidad. Este teo 
rema se demuestra en primer lugar para triángulos. En 


2.5) > 
efecto el área del triángulo A; As Az es 
xj y; 1 ax, + dy, +e PX, + Y; +r 
Tt = 5 xs y5 1|= 2 ax, + by +0 PX + Qy> + r 
x3 y3 1 ax, + dy +ce PX + ay + y 
a b e X4 Jj 1 
= > p q Tr|.[x y, 1 = A T 
0.041 X3 Y 1 
donde T es el área del triángulo A, A, Az. Para una — 


figura poligonal basta descomponerla en triángulos. Pa 
ra figuras cualesquiera basta aproximarlas por polígo- 
nales, o bien mediante la fórmula del cambio de varia- 
bles en integrales dobles ya que 


per] Jus +. 


donde S y S' son los recintos encerrados por una curva 
y su transformada. 








El producto de dos afinidades es otra afinidad cu 
ya constante es el producto de las constantes de ambas. 
Luego como es fácil comprobar la propiedad asociativa 
del producto, podemos afirmar que las afinidades fcr— 
man un grupo. 


Si queremos hallar los puntos unidos o dobles en 
afinidad (20) entre dos planos superpuestos, basta- 
hacer x =x! y = y! resultando el sistema 


la =1)x+by+0c=0 


pa 
o 0) 


H 


(21) 
px+(qg-1lly+rr=0 


Si el determinante de coeficientes del sistema (21) es 


-=54- 


distinto de cero el sistema tiene solución única y por 
tanto existe un solo punto doble, y la afinidad se lla 
ma central. 





Si se cumple E .— RO és no existen —- 


puntos dobles por ser incompatible el sistema (21), 


Si es raros E == el sistema queda re- 
Pp q - 1 Tr 


ducido a una de las ecuaciones (21), y la afinidad tie 
ne una recta de puntos unidos o dobles, Se trata por -— 
lo tanto de una afinidad homológicas y la recta de pun 
tos dobles se liama eje de la afinidad. En este caso -— 
si se toma el eje de laasfínidad como eje de abscisas -— 
las ecuaciones (21) se reducirán a y = 0, luego debe 
ser a=1l3c=03p=03r=-0, Con esto las -— - 
ecuaciones de la homología quedan en la forma 


xXx" =x+by y! =q/y (22) 


lo - 
De aquí se deduce a 22 » lo cual indica ques 


"En una afinidad homológica las rectas que unen puntos 
homólogos son todas paralelas a una dirección que se — 
llama dirección de la afinidad. Si esta dirección es — 
perpendicular al eje ia afinidad se “¿ama ortogonal. Re 
cordando lo que significa la caracterímtica de una ho- 
mología se puede afirmar que la razón simpie entre un 
par de puntos homólogos y el punto en que la recta que 
las une corta al eje de la afinidad es constante, que 
se llama característica de la afinidad. 


Como ejercicio puede hacerse el estudio de los -— 
puntos dobles de una afinidad, que. aquí se ha hecho di 
rectamente, considerando ia teoría de los puntos dobles 
en una homografía general, 


Homografía en el espacio. 
Sean X1) Xoy Xz> X, las coordenadas homogéneas 


de un punto P del espacio, e Jy> Yo» J3» Ja las co— 
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ordenadas también homogéneas del punto Pt transt'ormado 
del P mediante la transformación lineal entera T defi- 
nida por 


PE A O A (23) 


donde i = 1, 2, 3, 4, Se dice entonces que se ha defini 
do una homogra?ía en el espacio, si se cumple la condi 
ción de que el determinante de los cueficientes A) 


llamado módulo de la transformación lineal, sea distin 
to de cero, es decir si la matriz de los coeficientes 
es no singular. 


El conjunto de todas las transformaciones T for— 
man un grupo que se llama grupo proyectivo del espacio. 


Toda transformación T cambia un plano en otro pla 
no cuyas coordenadas plúckerianas se pueden haliar co 
mo se dijo para la homografía plana, 


Toda transformación T cambia una recta r en otra 
recta r'; dos puntos homólogos P y P' describen sobre 
estas rectas, series que son proyectivas; un plano 1 
que pasa por r, es transformado en un plano yr' que pa 
sa por rt, y los planos homólogos describen alrededor 
de r y r' dos haces proyectivos de planos; una recta r 
que pasa por un punto P del plano TT se transforma en - 
una recta r! que pasa por P! en el plano jJ7* siendo P! 
transformado de P y 77* transformado de 77 y las rectas 
I y ir' describen en sus planos respectivos dos haces -— 
proyectivos de vértices P y P!, En todos los casos que 
acabamos de citar hay conservación de la razón doble - 
de cuatro elementos. 


Una transformación homográfica T queda completa— 
mente determinada por cinco pares de elementos homólo- 
¿os tales que cada cuatro de los cinco elementos de un 
mismo sistema sean independientes, es decir formen un 
verdadero tetraedro. 


La justificación de todas las propiedades enuncia 
das se hace en forma análoga al caso de la homografía 
Plana, 


mb 


La determinación de los puntos dobles de una homo 
grafía en el espacio, conduce a la resolución del sis- 
tema 


PXj = 87 Xy + 89 2 + 8,3 Xy + 84 a (1. 1,2 3d 
(24) 


Estas cuatrc ecuaciores lineales homogéneas consti tu— 
yen un sistema compatitile cuando el determinante co- — 
rTrespondiente es nul.os 


A e 4 
as no Ea a a 
xp) > 1 PTS co 
837 232 e Ed 
241 “4 43 “4 
(25) 


Sólo citaremos los resuitados esenciales de la — 
discusión de este problema fundamental, 


12) En el caso general cn que la ecuación caracte— 
rística (25) tiene cuatro raices distintas, la trans— 
formación T posee cuatro puntos dobles ParPor Po Po — 


que son los vértices de un verdadero tetraedro. Las ca 
ras de este tetraedro son los cuatro planos dobles de 
la transformación. Existen en este caso seis rectas do 
bles, que son las aristas del tetraedro P, P, Pz Pg: 


22) El caso en que la ecuación característica admi- 
te una raíz doble y dos raices sencillas, no presenta 
particularidad notable más que si, además, la raíz do= 
ble conduce a una infinidad de puntos dobles en línea 
recta. Existen así dos puntos dobles aislados Pz» DN y 


un eje r, cuyos puntos son todos dobles, La transforma 
ción se llama homografía axial. 


32) Cuando la ecuación característica admite una -— 
raíz triple y una simple, puede ocurrir, además, que — 


A 


la raíz triple conduzca a una infiridad de puntos do— 
bles que constituyen un piano No Si Pr represerta el 


unto doble aislado que corresponde a la raíz simple,- 
E ? 

la transformación T es una homología del espacio que — 

tiene a Pa por centro de la homo-ogía y a J como pla” 


no de la homología. 


42) Finaimerte cuando la ecuación caractorística ad 
mite dos raices _dobies, puede ocurrir además que cada 
una de estas raíces conduzca a una infinidad de puntos 
dobles en línea recta. Existen entonces dos rectas — — 
(ejes) Ty Y To Cuyos puntos son todos dobles. La homo 


grafía e llama una homología biaxial o también” homo-- 
grafía biaxial, 


e 
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VIII. Inversión en el plano y en el espacio. Proyección 
estereográfica. 


Inversión en el plano. 


Dado un punto fijo O del plano, llamado centro de 


inversión y un número positivo o negativo i yé llamado 
potencia de inversión, se llama inversión a la trans— 
formación que a cada punto P del plano le hace corres- 
ponder el P! situado sobre la recta OP y tal que 


OP , OP =ix (1) 


Si el signo es + el punto P' se toma sobre la semirrec 
ta OP. Si el signo es - (inversión inversa) el punto P! 
se toma sobre la semirrecta opuesta a la OP, Nos geupa 
remos solamente del caso de potencia positiva + k — 
puesto que el de potencia negativa se deduce del prime 
ro mediante una simetría, 


Los puntos P y P! se llaman inversos una de otro 
respecto del polo O y de la potencia k2, 


Dos puntos distintos P y Q (que no coincidan con 
el polo O) tienen por inversos otros dos puntos P! y -— 
Q' también distintos, El punto O es el único que no ”» 
tiene inverso, pero si un punto P se aleja infinitamen 
te en cualquier dirección, su inverso P! tiende a con= 
fundirse con O. Así pues podemos enunciars la inversión 
es una correspondencia biunívoca, con la única excep-="= 
ción del polo o centro de inversión, ¿Habrá en esta — 
transformación puntos dobles o unidos? Tales puntos ha 


brán de cumplir la condición (0 = kó, o sea pertene- 


cen a una circunferencia de centro O y radio k, que se 
llama circunferencia fundamental de la inversión. (En 
el caso de potencia negativa dicha circunferencia es - 
imaginaria), 


De la definición se deduce inmediatamente estas — 
consecuencias: 


a) La inversión subordina en cada recta que pase — 
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por el polo, una involución cuyo centro es el de inver 
sión y cuya potencia es la de inversión, 


b) Las rectas que pasan por el centro de inversión 
son invariantes en la transformación. 


c) Todas las circunferencias del plano cuya poten— 
cia respecto de O sea k“ son invariantes, 


La expresión analítica de la transformación es in 
mediata si se considera un sistema a coordenadas pola 
res con polo en 03 puesto as si , w) son las co- 
ordenadas de P y (pr w') las e P! debe ser 


A 


O= QD! 





Si se considera un sis- 
tema de coordenadas carte- 
sianas rectangulares cuyo 
origen coincida con O, y - 
el eje OX coincida con el 
eje polar se tiene fácil— 
mente por semejanza de -— 
triángulos 


SS DEE TDS E Le y 
A 5 a 
O e A A Y 


Xx 
x! 


de donde se obtienes 


ER TEA EE 

z z 2 2 

dl ye (x1)% + (y1) 

o bien «q (3) 
2 2 

y! SE a E 
ES y E 2 

xXx +y (x1)% + (y1) 


que son las fórmilas que permiten pasar del primer pla 
no a su transformado o recíprocamente, 
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Dada una recta ax+by>wY+c=0,)se transforma 
rá mediante la inversión en la curva 
al 


Pla xt + by!) +o(x1ó 4 y12) =0 


sic A O esta ecuación es la de una circunferencia que 
pasa por el centro de inversión. Si c = 0, es la mis- 
ma recta de partida. En el primer caso el centro de la 
ka Lp 
circunferencia es el punto (- Dar” a) que perte- 


nece a la recta ay-—bx=0 que es perpendicular - 
por O a la dada. Podemos resumir lo anterior así; 


"Por una inversión, las únicas rectas que se trans 
firman en rectas son las que pasan por el centro de in- 
veraióne 

Las_rectas que no pasan por O, se transforman en 
circunferencias que pasar. por 0, y tienen su centro so- 
bre la perpendicular trazada por O a la recta dada." 


Recíprocamente una circunferencia 


Y Hy RA +HByiCc=0 


se transforma en la curva 


(ata y) dla xr + By1) 4 =0 


que es otra circunferencia si € A O  yuna recta si 
C =0, 


En el primer caso el ceniro de la circunferencia 
transformada está en la recta determinada por O y el -— 
centro de la circunferencia dada (pero no es el inver 
so de este último), En el segundo casos la recta, por 


zi A ¿ 
tener como coeficiente angular -3 es perpendicular a 


la que une O con el centro de la circunferencia. luego 
en resumen: 


"Las circunferencias que pasan por O se transfor- 


man en rectas perpendiculares al diámetro que pasa por 


e 


O, y las circunferencias que no pasan por el polo_se == 
transforman en otras circunferencias cuyo centro está 
alineado con 0 y con el centro de la circunferencia - 
primitiva." 

La propiedad más importante de la inversión es la 
de ser una transformación conforme, es decir que el án 
gulo formado por dos curvas es igual al ángulo de sus 
curvas transformadas. 


La demostración es fácil, en coordenadas polares 
basándose en la propiedad ( se ha visto:en el capítu- 
lo III) de que el ángulo formado por el radio vector 
de un punto de la curva y la recta tangente en él tie- 


ne por expresión tg A = $1 . 


Si una de las curvas tiene por ecuación p= f(w) 

su transformada será = E Pero y, pÉ 
Pi = Tay: Pero 

derivando respecto de () se deduce PP: + P'Pr =0 


1 ES dl E 80% - d 
uego p" P o sea te p te(180 M4) , de 
donde p 


h 
o 
(0) 
O 

O 

1 

o 
. 


Para la segunda curva será análogamente Y = 180%p, 


A (4) 


los ángulos correspondientes son iguales y de sentidos 
contrarios. 


Inversión en el espacio. 
Dado un punto O llamado centro de inversión y un 

LA . . .. . 
número k” llamado potencia de inversión, se llama in— 
versión a la transformación que a cada punto P del es- 
pacio le hace corresponder otro punto P' alineado con 
O y con P, cumpliéndose 


Luego 


OP . OP! pS (5) 
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Consecuencia inmediata de la definición son las - 
propiedades: 


a) Todas las rectas y planos que pasen por el cen— 
tro de inversión son invariantes. 


b) La inversión en el espacio subordina en cada pla 
no que pase por el centro de inversión, una inversión 
plana. 


c) Todas las esferas respecto de las cuales el pun 
to O tiene potencia de valor g2 son invariantes. 


Si se emplean coordenadas polares con el origen — 
en el centro de inversión se obtienen las siguientes — 


S : Ñ 2 
ecuaciones de la inversión p' =k ,, P = $ de 


0 = 6! siendo (Pf, 9) las coordenadas de P y - 
(pr p'> 0') las de P', 

Si consideramos un sistema de coordenadas carte-- 
sianas rectangulares de origen en O y con sus ejes co- 
locados como es habitual respecto del sistema de coor- 
denadas polares, citado, se tendrá 

2 2 
k k x 
x! = pa . sen O! cos p" =p sen as ddr de 
E Ké xr yg? x 
p? e + ye + as 
y análogamente para las restantes coordenadas, obte- -— 
niéndose las fórmulas de transformación 





¡E 
Ss". Ex E 
xy +z 
2 
k 
y (6) 
AS 
a A 
2 


iyoz 
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Todas las propiedades de la inversión en el plano se - 
pueden extender al espacio, con las modificaciones de 
lenguaje adecuadas por lo que no se considera necesa-- 
rio repetirlas aquí, Tenia y Vluuo - Cuit Dual co a 


Proyección estereográfica. NN curo 
Para el estudio de figuras trazadas sobre una es- 

fera es útil emplear la proyección estereográfica con= 

sistente en proyectar las figuras desde un punto P de 

la esfera (llamado polo) sobre un plano cualquiera pa- 

ralelo al plano. tangente en P, aungue lo corriente es 

tomar como plano de proyección el tangente a la esfera, 

en el punto diametralmente opuesto al P, o bien el pla 

no ecuatorial paralelo; en este caso la proyección se 

llama ecuatorial, 


¡Ze 


A cada punto de la esfera corresponde uno del pla 
no y viceversa, con la excepción del polo P que carece 
de proyección, pues al acercarse el punto M de la esfe 
ra al P, el rayo PM tiende a convertirse en tangente a 
la esfera, y por tanto en paralelo al piano de proyec=- 
ción, 

Para el estudio analítico tomaremos un sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares cuyo origen sea 
el centro de la esfera, y cuyo eje 0% pase por el polo 
P. El plano de proyección será el XY (proyección ecua- 
torial) y supondremos que el radiv de ¡la esfera es la 
unidad, 


la ecuación de la superficie esférica es 
ER (7) 
y el polo tiene' por coordenadas (0, O, 1), 
Si M (xo Jo» 2,) es un punto de la esfera y - 


Mr (Xx + Y,) su proyección desde el polo P, la recta PM, 





tendrá por ecuaciones + = + = 22 
O o 


=bd0s 


y como M, está en dicha recta, será 


y 
— = al = 1 - Z, 3 y suprimiendo subíndices se deduce 


que las relaciones que ligan las coordenadas (7,2) - 
de un punto de la esfera, oon su proyección estereográ 
fica (X,Y) son 





q. E e o dE (8) 


El problema recíproco se resuelve así, De (8) obtene— 
mos 

E E E CIA 

o A xr 
y teniendo en cuenta (7) sale 


2 2 
hh. LL. ¿do (9) 
E 1 FiFe21 


y sacando de (8) el valor de 1-2 se obtiene 








2 
x 2 x 
—=s 2 e y por tanto 
e rr E 
x 2 ES . 
Ir: 
(10) 
Análogamente se obtiene y = 5 2 Y 
La 


Finalmente de (9) se obtiene : 


a ra 214 AS 
2(1 - 2) E (x E ra ó sea 


ENE 


2 


A (11) 


LL 
Las fórmulas (10) y (11) expresan las coordenadas del 
punto de la esfera, dadas las coordenadas de su proyec 
ción, 
Veamos algunas propiedades importantes. 


La proyección estereográfica de una circunferencia 
de la esfera es una circunferencia del plano. 

Para demostrarlo supongamos que dicha circunferen 
cia se obtiene por la intersección de la superficie eg 
férica con un plano de ecuación 


ar+bytoz+d=0 (12) 


Según (10) y (11) las coordenadas de los puntos que — 
se obtienen al proyectar la circunferencia cumplirán - 
la condición 


ax 2 b Y ESED ER 
AÑ ano 
PA ra 
o bien 


(ca) E DE A dao 013) 


que representa una circunferencia si c+ad É O, Escri 
ta la ecuación (13) en la forma 


d-c 











2 — mm 
sy +2 AA IAS 0 

para que represente una circunferencia real debe ser 

2 2 

ESG HS $ bien 

(lc + a) (c + ad) 
2 

al 4 1? ió 7 0 que equivale a < d ze 


a + p? +o 
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Como el Ez miembro representa el cuadrado de la 
distancia del origen al piano de la circunferencia pro 
yectada, y esta distancia es menor que 1 si el plano - 
ea secante, queda probado que la proyección es una cir 
cunferencia real. 


Si fuese al 4 pé + e - ds = 0 el plano sería - 


tangente y en este caso la circunferencia proyectada y 
la proyección se reducen cada una de ellas a un punto. 


Si fuese as + be + es - a? < O ambas circunferencias 
serían imaginarias, Sic +d=0 la ecuación (13) re 
presenta una rectaz el plano pasa entonces por el polo 
(Ode 


Recíprocamente sea la circunferencia 


Oe a E e (14) 


que se reduce a una recta si es m=0. Según (8) las 
coordenadas de los puntos de la superficie esférica -— 
que se proyectan en los de la circunferencia dada, cum 
plirán la ecuación: 


+g =0 y como 


nx+py+(m-q)23+m+g9 =0 (15) 


que es la ecuación de un plano que corta a la superfi- 
cie esférica según una circunferencia real si su dis-- 
tancia al origen es menor que 1, es decir si 


2 
O < 1 SEN 


(ama)? 


Or 


(m + q) <a + pe + (m - ay ») O sea si 


4 maq <n? + p?, Pero si la circunferencia de ecuación 


(14) es real se tiene 


2 2 
ib -tb>y0 ó bien Nip. 4m9 90 
4 m 4 m 


luego se cumple la condición, 





Si fuese m=0 la ecuación (14) representaría 
una recta y la (15) sería la ecuación de un plano que 
pasaría por (O, O, 1). 


la proyección estereográfica es una transforma- - 
ción conforme, es decir el lo de dos curvas situa= 
das sobre la esfera es igual al ángulo de sus respecti 
vas proyecciones, 


El ángulo de dos curvas se mide por el ángulo de 
sus tangentesz bastará pues considerar en el plano dos 
rectas. Pero el ángulo de dos rectas es la diferencia 
de los ángulos que forman con el eje OX, luego el teo- 
rema quedará demostrado si probamos que la circunferen 
cia correspondiente a una recta cualquiera y la corres 
pondiente al eje OX (que es el oírculo máximo situadó 
en el plano XZ), se cortan bajo el mismo ángulo que la 
recta del plano y el eje OX3 las tangentes a ambas oir 
cunferenciaa están en el plano tangente a la superficie 
esférica.en el polo es decir en el plano z = 13 luego 
su ángulo es igual al de sus proyecciones ortogonales 
en el plano XY. Sea la recta de. ecuación 

nX+pY+aq=03 la circunferencia correspondien- 
te está, según (15) en el plano nr+py=-az+q=0 
y la tangente a esta circunferencia está en este plano 
y en el z = l. Sus ecuaciones son por la tanto 


nx +py-qz+q=0)] nx + py =0 
- 6 bien 
g =1 z=1 
luego la proyección ortogonal de esta tangente tiene — 
como ecuación en el plano XT, nX+pY=0 es de- 


cir es paralela a la recta dada lo que prueba el teore 
ma. j 


- (608 


IX. Operadores en coordenadas curvilíneas 
En el capítulo V se ha dado la definición de siste 
ma de coordenadas curvilfíneas ortogonales. 


Supongamos definido tal sistema mediante las ecua 
ciones 


aru, VW) Y. 757 0) a 2(u, v, w) (1) 


que permiten también determinar de manera única uy, Y, 
w en función de X Y 20. 


Si en (1) se dejan constantes y y ", al variar u 
se obtienen las ecuaciones paramétricas de una curva — 
coordenada, la curva u. Análogamente se obtienen las += 
otras dos curvas coordenadas. Por ser el sistema orto= 
gonal, ocurre que las tangentes en cada punto P a las 
tres curvas coordenadas que pasan por P forman un =- - 
triedro trirrectángulo. 


Elemento de longitud en 


coordenadas curvilíneas. 





Si imaginamos una -— 
curva cualquiera que pa 
se por P cuya ecuación 
vectorial sea 


T=x14 y] + ZE 

donde x y z son funcio- 
nes de un cierto paráme 
tro, recordemos que el 
elemento de longitud das, 


en coordenadas cartesia 
nas tiene por expresión 


asó = dx 4 ay? + an (2)2P 





Si en (1) diferenciamos y sustituimos en (2) las 
expresiones de dx, dy, dz resulta 
2 2 2 $02 


ds” = e, USE eS dv + 83 dw (3) donde 


bg 
- (Ba + (2 e Ple)? 
2 BB) 

por ser ee Dl da etc, 


en virtud de la ortogonalidad del sistema, 


Si aplicamos la expresión (3) al caso de la curva 
coordenada u, se obtiene ds, = e, du , Análogamen:.» 
ds, = e, dv dsy =89 de (5) donde hemos llama- 
do ds, al elemento de longitud de la curva coordenada 


cd 1 curva us i = 2 curva vz i = 3 ourva w). 





Los números e, Son los factores de reducción que 


expresan los cocientes entre elementos de longitud so- 
bre las curvas coordenadas y las diferenciales de las 
respectivas coordenadas curvilíneas. Tales números es 


varían de un punto a otro, es decir son funciones de — 
las coordenadas (x,' yy z) del punto. P. Se les llama - 
también unidades de longitud locales. En la figura se 

ha representado el "paralelepiípedo" elemental que en — 
coordenadas curvilíneas,juega el papel del paralelepí- 
pedo elemental de aristas dx, dy, da del sistema carte 
siano rectangular. PA 


Expresión de un escalar y de un vector_en coordenadas 
curvi líneas. 


Si consideramos una función escalar U(x, y, 2) su 
expresión en el sistema curvilíneo se obtiene fácilmen 
te sustituyendo X, Y) 2 Por sus valores (14. 


Si consideramos una función vectorial Vx, $2). 
y sus componentes según los ejes cartesianos se desig- 
nan por X,Y,%, se trata. de encontrar las componentes — 
de este vector sobre las tangentes en P a las curvas -— 
coordenadas. Se tiene fácilmentes 


v, =X cos(x u) + Y cos(y u) + 2 cos(z u) 
Y, =X cos(x y) + Y cos(y v) + Z cos(z v) (6) 
vw, =X cos(x w) + Y cos(y.w) + 2 cos(z w) 


Los valores de los diferentes cosenos se pueden » 
calcular asís si consideramos la curva coordenada u el 
A e E => 2 z> 
vector tangente tiene por expresión En i+ gr J 2 
y los. cosenos de los ángulos que forma este vector con 
los ejes coordenados se obtienen dividiendo las respeo 
tivas componentes por el módulo que es ey según (4). — 
Luego podemos escribir 


cos(xu) = 1.29x n cos(yu) = ONCE , cos(zu) = 12: 


8, Qu Qu »” 
análogamente 
1 1 Z 
oos(xv) = DA » oos(yv) $ y) cos(zv) = Ey 


cos(xw) = +2 sp cos(yw) - $ y coa(3w) = E 


83 
(7) 
Expresión del gradiente. 


Como aplicación oalculemos las componentes en el 
sistema curvilíneo, del veotor gradU. Para ello re— 
ocordemos que la derivada direcoional de U según una - 
cierta recta es igual a la proyección del gradU sobre 
dicha reota 8 bien apliquemos (6). Según esto se tiene 





(erad 0), z 2 cos(xu) + < ocos(yu) ¿295 ocos(zu) = 


92 
-2U1 9,201 2 11. 22 _1 2U 
10 2u* dy e, du" One du” A 


análoga se obtienen las otras dos componentes. En resú 
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mens 

Srad 1 1 2U rad 1 295 re AE UE 1 

(grad Le a 3 (gradU),, = >> av? (erad0d, = a, q 
eS (8) 


Si designamos por e i), 1, vectores unitarios 
tarngentes a las tres curvas coordenadas se puede escri 
birs 

e aa 1 U > QU» 

arado E o 9% 23 (9) 


y por tanto la expresión simbólica del operador "nabla" 
en coordenadas cunacnees es 


Y-2 2 212.2 (10) 
e, du ea A * Qw 


Asi por ejemplo en coordenadas cilíndricas x= 5 cos 
y =T sen Y 3 Z=3 resulta 


= cos p + sen p 1,» és = 2( sen? Q+ cos 2) =P sp 


= 1, oO sea a 1» 9 = T 39 € = 1 ,, con lo - 


o: que en coordenadas esféricas 
I=rTcos 0 sen)» y = r sen O sentp,, 2 = 1 008 


resulta e, =1,, ep= T>»> id € con lo' 


RA 1 o A E” LU A PO La 
E ET a TES 


Expresión de la divergencia de un vector. 


Utilizaremos el teorema de Ostrogradsky-Gauss apli 
cado al "paralelepípedo" elemental de la figura, de una 
manera intuitíva pero suficiente para nuestro propósi 
to. 


= 72 = 


La integral triple de la divergencia del vector Y 
se puede escribir como igual a diwvV por el volúmen — 
e, € e du dv dw del "paralelepípedo" elemental, 


Calcularemos el flujo del vector sobre parejas de 
caras opuestas¿ así por ejemplo la diferencia entre el 
fiujo del vector V sobre la cara ABED y sobre la cara 


: 2D 
opuesta PCFG es igual a Ju(e2 e, 128) du dv dw, y del 


mismo modo se obtiene para los otros dos pares de ca-- 
ras opuestas, luego 


e AO, 2 2 
div V = Sea O [2 (e7e3V,,) + 93941, +37 (212217) 


(14) 


Como ejercicio pueden obtenerse las siguientes - 
expresiones: 
En coordenadas cilíndricas 





En coordenadas esféricas 


E E 1 9% 
div V= 2 An V,) ro sen P) + E 


Expresión del rotacional. 


La aplicación del teorema de Stokes a la cara PORC 
nos va a dar la componente del vector rot Y en la di 
rección de la tangente a la curva u. 
Se tiene en efectos 
: o a] 
Circulación de V a lo largo de PC = V,,+ 9 «dv 


Gr D 
ld. a lo largo de CF = V,.ez.de + 35 (Uy, + 23: 3w) dv 
no 


2 
la. a lo largo de Fl =- [v,-e7- av y eo dv) an] 


ld. a lo largo de pia Vigo 23* dw 


E 


El flujo del rotacional sobre la cara PCFG vale 


(rot V),-e dv.dw luego 


pre 
TA 1 92 2 
(rot e Ñ 255 amero) "gw (021, ] 





Por permutación circular podemos escribir 


e 1 2 2 
(rot v),, = 3 [$ate,".) => (ota) | 


(rot V), = cn ES -2 (e7,)] 


Estos resultados se pueden escribir reunidos de -— 
la siguiente maneras 


> A 
8, 14 €> lo 3 23 
a || UCA 2 
Li RANIA Qu YQv ¿9 cel 
123 
eV, env, exa 
Así por ejemployen coordenadas cilíndricas se obtienes 
2 r iz E 
r Y 2 
AE 1 2 2 2 
rtV=. — _—= pel 
T Sr 2 92 
Yo "Vo Mr 
En coordenadas esféricas resulta 
1 ri T> sen p e | 
eS 1 2 2 9 
rot V = NR E == — at 
ES sen 'p 97 2 90 
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Expresión de la laplaciana» 


——o 
Si se sustituye en (11) V por gradU se obtie 














pa 112 U 24% 95 
A0> 1% AS 5d 3 to 89 ez mo 83 3») 





(13) 


¿12.240.441 072% 
en 


En coordenadas esféricas: 


1 2,2. 29U 1 2 2U 
Av 32 al DP (en Y Ze) + 


Todos estos resultados serán de aplicación cons--- 
tante en diversas materias especialmente en la teoría 
de campos 
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X. Idea de la resolución de ecuaciones en diferencias 
finitas, 


Las ecuaciones en diferencias finitas tienen inte 
rés por su aplicación a ciertos problemas de Ingenie— 
ría. Son también utilizadas en los métodos de aproxima 
ción empleados en la resolución de ecuaciones diferer” 
ciales, 


En el estudio que sigue se observará la gran ana- 
logía que existe entre las ecuaciones en diferencias - 
finitas y las ecuaciones diferenciales, Partiremos de 
los conocimientos adquiridos en el curso anterior so— 
bre el cálculo con diferencias, 


Recordemos que dada una función y = f(x), supo— 
niendo que esté definida para valores de la variable x 
en progresión aritméticas 


ro... Xy X,» Lo» ... Xpo.. (siendo >” x, + nh de 
para los que la función adquiere los valores 
ree... Jo? Y4» Yo» e... In ... se define 
2 
Ae "Ye 17 Ye ,) A Ye = Ae - Á Ye> (1) 


etCe 
Por el método de inducción se comprueba que 


Ya "7. + CNA 7, + MN, ++ (JNY (2) 

y también 

A a A 2 Dr, 
(3) 


Una ecuación de la forma $[z, Yo» Yqr ... Y) =0 (4) 


donde y es una función desconocida, se llama una £gua 
ción en diferencias finitas de orden n. 
Una ecuación del tipo ¿[x, Jos Ao» +... X'x)- 0 (5) 


es también una ecuación en diferencias finitas de — 


y PÓ 
orden n ya que mediante fórmulas como la (3) se puede 
llevar al tipo (4), 


Por ejemplo una ecuación del tipo 


$ 2, Yo? A yo] = o) (6) 


. er q 
se llama ecuación de 1“ órden, 


No entraremos en el teorema de existencia que es 
tudia las condiciones que deben cumpli rse para que exis 
ta una función que verifique la ecuación en diferen- - 
cias» 


Veamos en cambio la manera de generar tales ecua- 
ciones, que es análogo al de obtención de ecuaciones -— 
diferenciales, 


Dada una función y = f(x), calculemos A yy. Si 
la Yo contiene una constante arbitraria (o una función 
periódica p tal que Ap =-0) eliminando ésta entre 
y Ay, se: tiene una ecuación en diferencias de primer 


orden P(x, y,» Ay) - 


Análogamente se obtiene una ecuación de orden na 
partir de una función y = f(x) que contenga n cons— 
tantes o funciones periódicas, 


Esta y = f(x) se llama integral general de la - 


ecuación. Lo mismo que en el caso de las ecuaciones di 
ferenciales de la integral general se pueden obtener - 
soluciones particulares dando valores determinados a -— 
las constantes (o funciones periódicas) de aquella, 





Diremos también que a veces interesa solamente la 
restricción de x a los valores enteros ...-2, -1,0y, 1, 
2, 3, ..... 


Ecuaciones lineales. 





Una clase importante de ecuaciones en diferencias 
está constituida por las ecuaciones lineales cuya for— 


ARE 

ma general es; 

Po lady, + Py (2) y, +... +P,(x) y, = Q(x) (7) óbien 

a (dy, +4, (DAy, +... +A DAY, = q(x) (8) 
si Q(x) [s p()] es nulo la ecuación se llama ho 


mogénea. 


El ejemplo más sencillo es el de la ecuación - 
A Yy = 2 (constante) o lo que es lo mismo Y “I¿ "2%. 


La solución es evidentemente y =ax+b donde b es 
una constante cualquiera. Los valores de y constitu- 
yen una progresión aritmética de razón a. 


Otro ejemplo es el de la ecuación Az. +K y, * (0) 


y 
P 1 
o bien e + b A O, de donde 7. =1]*=b lue- 
go los valores de y constituyen una progresión geomé— 
trica. 
En general los coeficientes Po (x), Py (x),...P, (1) 
(6 los A os 4» 
definidos (al ena) para los valores ... X yX,yH7900.0 
de la variable xo 


..o A, ) son funciones de la variable x 


Las soluciones de las ecuaciones lineales tienen 
ciertas propiedades generales que vamos a exponer, an- 
tes de entrar en la resolución, 


1) En el caso de una ecuación homogénea si y(x) 
una solución también lo es C.y(x) donde £ es una dona 
tante (o una función periódica). 


2) Si ylx) ,, y z(x) son dos soluciones particu- 
lares de la ecuación homogénea, también lo será SS 
c.y(x) + h z(x) siendo yg yh constantes arbitrarias 


3) Suponiendo que E 2). ea ya n) sean solu- 
ciones de la homogénea que Cnclan la condición 


(funciones linealmente independientes) la solución ge- 
2 
neral es y = Cy yy Co y ), ... + Sn ya, ya que 


las constantes Cq9 Coy ».. CS se pueden determinar - 


n 


mediante las condiciones iniciales que consisten en — 
dar el valor de la función en los puntos 


x ho + n-1h. 


A 


n-1 

4) Si consideramos la ecuación completa (7) é y(x) 
es la solución general de la homogénea, y y(x) es una 
solución particular de la ecuación completa, puede ase 
gurarse que Y(x) = y(x) + n(x) es la solución gene- 
ral de la ecuación completa, 


Las demostraciones son tan análogas a las de los 
correspondientes teoremas de las ecuaciones diferencia 
les, que no es necesario repetirlas aquí» 


Un caso particular importante es el de tener la - 
ecuación coeficientes constantes. Sea, pues, la ecua— 
ción de forma general 


Sn Ya + Yo + +27, +33 = Ux) (10) 

Ensayemos una solución de la forma e”, Se tendrás 

yy = ¿F(x+b) io Os Haciendo e=hk con lo cual 
r(x+2h)_ E MO e =M resulta (suponien 


do h = 1, caso muy frecuen 
te) 
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+2 
a e bs 


x 2 n 
luego debe ser A [a, + a, + a Ak +... + a, A |- 0 


x+1 
=A 9, Yo = 


para lo cual A debe ser raíz de la ecuación 
n 
at+tahto..+ah =0 (11) 


llamada, aquí también, ecuación característica. 


Si las raices de la ecuación característica son -= 
reales y distintas el sistema fundamental de solucio— 


nes particulares de la homogénea serán > A AZ 
puesto que el determinante (9) vale ahora 
1 1 ro. 1 


a o 
A A O 


La solución general será y =04 A+ c> AS hro.ot 2, Az 


Si la ecuación característica tiene una raíz múl- 
tiple de órden p ella nos suministrará p soluciones -= 
particulares lineaimente independientes. 


x-1 A x=2 


En efecto las funciones Xx . , (1) A , 


s0e.0.y Xlx=1) ... (x-p+2) AD , se puede demos— 
trar que son soluciones particulares linealmente inde- 
pendientes, 


Sumando estas soluciones previamente multiplica— 
das por constantes arbitrarias aparece una función del 


tipo lo, Hoy X +... + C, IRE que es la con- 


tribución a la solución general, aportada por la raíz 
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múltiple de orden p de la ecuación característica, 


Si alguna raíz de la ecuación característica es — 
un número complejo no se introduce ninguna dificultad 
nuevas Unicamente diremos que para evitar el empleo de 
los números complejos se suele escribir la pareja de — 
soluciones particulares correspondientes a las raíces 
complejas conjugadas p (eos Ww+ i sen 4) en la forma 


[u cosíx w) + N sen(x w )). p* 


Si dichas raíces complejas son múltiplos de orden 
Pp, aportan a la solución general términos cuyo conjun— 
to es de la forma 


[27 a. +) con(z 0) + 
+ (9 1971 + 1 ¡2% +... + Ny-1? sen(x co) ].p* 


Como aplicación sencilla calculemos el término ge 
neral de la sucesión de Fibonacci 031,31,23335y0...... 
donde cada término es la suma de los dos que le prece- 
den. 

La ecuación Yo + Y, = yo nos permitirá encontrar 


una función cuya restricción para los valores 0, 1, 2, 
3, 45 +.. nos dará la sucesión buscada, 


La ecuación característica es NM =A-= 1 =0 ouyas 


raíces son A, = Li A, ad S » La función 


solución general es y =A Nx + BAS ó bien poniendo 
n en lugar de x para poner de relieve su carácter de - 


Variable natural D = AN + BAP, Los valores de las 


2* 
constantes se determinan mediante las condiciones ini- 
ciales (e n =0 debe ser a, =0 
Para n= debe ser ay = 1 


= BS 
0O=A2B 
El sistema a 1 E ñ ce 4 = 5 tiene la so- 
1/ V5 


lución con lo cual 


B = -1/ 45 
v E [et ¿0 ti " 


> 
n 


O 


En la obra de Karman y Biot "Métodos de Análisis 
matemático en Ingeniería", capítulo XI, puede verse di 
versas aplicaciones a problemas de resistencia de mate 
riales, ingeniería eléctrica, etc. 


E E 


XI. Integral de Fourier: La transformación de Fourier, 


El alumno ha estudiado ya el desarrollo en serie 
de Fourier de una función periódica, percatándose de - 
la enorme importancia física que tiene tal desarrollo 
porque permite descomponer un fenómeno, que puede ser 
complicado, en suma de fenómenos de carácter sinusoi— 
dal cuyo estudio es mucho más sencillo. 


Se comprende el interés que puede tener el exten- 
der el método a' funciones no periódicas. la idea con—— 
siste en considerar una función periódica de período T, 
que se hace crecer tendiendo a infinito, y observar lo 
que pasa en su desarrollo en serie de Fourier, 


Para exponer esta idea con cierto detalle recorde 
mos que el desarrollo en serie de Fourier de una fun— 
ción f(x) periódica de período T que satisface las - 
condiciones de Dirichlet, es de la forma 


a, 
f(x) = 2+ a, cos(wx) + a, cos ( 2ux) +...ba, cos(nelx)te.. 


(1) + b, sen(Wx) + b, sen(2Wwx ) +...+b,sen(nux)r... 


o adT 
donde a =T a f(x) dx ss 


o a+T 
a  = a f(x). cos(nax) dx 47 


a 
o a+T 
db. =F f(x).sen(nuWx) dx (2) (a es un nú- 
a 
mero real cualquiera y  = 2h) . 


En forma compleja se tienes 


Lo, in wx 
ls A (3) 


“00 


0 


mba 


siendo ec. = 7 16930 E (4) 


Si en (3) se sustituye la expresión (4) de 0, Se 
obtiene 


mi 


0 . z 
f(x) = ? ads Fx) A 
00 


Sustituyendo na poru y recordando que Y = as 


se puede escribirz, 


mia 


[e 2) 
f(x) = Hr.” -.D. £(x) . eTUX, ax 
00 


Cuando T crece tendiendo a wm, los límites de la 
integral se O en =0 y +0m. Como W-+0 y 
por otra parte = (n+ 1)J0-n«uw no extraña que — 
se asigne aw el E de A us y la suma que aparece 
en la fórmula anterior se convertirá en integral, con 
lo cual cabe esperar que se cumpla 


0 , Ñ 
f(x) = | a e xo etUX ax (5) 
=00 =00 


Este razonamiento intuitivo (que naturalmente no 
es ninguna demos tración) ha permitido llegar a la for= 
mula (5) que se llama integral de Fouriere Este resul- 
tado ha sido demostrado rigurosamente (véase por ejem- 
plo Courant-Hilbert "Methods of Mathematical Physics") 
en las siguientes hipótesis: 


a) La función f(x) es "parcialmente contínua" es 
. ES 2 . . mn 2 
decir o es continua o solo tiene discontinuidades de -— 
Primera especie: 


Ya 


wm 
b) La integral il le] dx es convergente. 
00 


Conviene advertir que el segundo miembro de la — 
fórmula (5), en los puntos de discontinuidad de la fun 
e f(x), adquiere el valor 


= [s( + 0)+ f(x - o)], es decir la media aritmetica 
de los límites laterales de la función. 


Dada una función f(x) se llama transformada de = 


Fourier de £(x) a la función 
| DE -iux 
F(u) = f(x) . € . ¿Ax (6) 
-=0m 


De (5) se deduce que conocida la transformada de 
Fourier F(u), se puede encontrar la funcion de partida 
f(x) mediante la formula 


1 e iux 
f(x) = dl F(u) +. e “dx (7) 
0 sl 


que recibe el nombre de fórmula de inversión de la —— 
transformacion de Fourier. Tambien se designa a Ex) - 


A A A A a A A 
como transformada inversa de Fourier de F(u). 


Aunque f(x) es una función de variable real, pue- 
de ocurrir que F(u) tenga parte real e imaginaria, de- 
bido a la presencia de i en el segundo miembro de (6), 


La transformación de Fourier es un instrumento ma 
temático extraordinariamente importante. El alumno ten 
drá ocasión de comprobarlo en diversas asignaturas. En 
el curso próximo, una vez estudiada la teoría de fun-- 
ciones de variable compleja, encontraremos otra trans- 
formación funcional llamada transformación de Laplace, 
que será estudiada en detalle, señalando su conexión — 
con la transformación de Fourier. 


Para terminar, expondremos un ejemplo. Sea la fun 


io 


ción "impulso" de duración T de la figura, 





. .- 4 
definida asis 


0 si 00 4x3 


T T 
f(x) = 1osi -54x4€5 


0 si -¿<x<0 


La transformada de Fourier est 


7 
0 : a k 
F(u) = 0.0 dr 1t.e ars 
O ñ 
+ a A E 
Ey 
2 


Las integrales primera y tercera son nulas. La se 
gunda vale 


E T iu = -iu = 
P( 1 a Eo mues Pear 2 E 
u) = - 37 (e —e A A 
Ue 5 2 1 
2 


T 
sen(u . 3) 


Gn ma. ye * el resultado es una fun= — 


Ú 
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ción de valores reales, 


La representación gráfica es la siguientes 





De la observación de la figura se deduce que la = 
separación entre los "ceros' de la función es inversa= 
mente proporcional a la duración del impulso, Así, pa— 
ra un impulso de muy corta'duración los ceros estarán * 
my separados, mientras _Que para un impulso de larga — 
duración estarán muy próximos. En las aplicaciones es- 
ta figura recibe el nombre de “espeotro". Como caso 11 
mite, para un impulso de duración infinita, la separa= 
ción entre ceros se convierte en infinitesimal, resul- 
tando un espectro de una sola línea (para u = 0), Para 
un impulso de una duración infinitamente pequeña, los 
Primeros ceros tienden a alejarse infinitamente del —— 
origen, resultando un espectro llamado de banda. 


En el estudio de los amplificadores se vera la — 
utilidad de estas consideraciones. 
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XII. Notas sobre funciones ortogonales. 
Proceso de or togonalización de E, Schmidt. 


Dada la sucesión de funciones f,(x), fo(x), ..., 
£, (1), ... (1) linealmente independientes, de ella 


se puede deducir otra sucesion de funciones ortogona-- 
les y normalizadas. 


Este problema es caso perticular de este otro: 


En un espacio vectorial se puede construir de ma- 
nera efectiva bases ortonormales. Supongamos un espa— 
. . . se . AR 
cio vectorial de dimension n, y consideremos en el un 

> E > > > 
sistema libre de n vectores ¡ES Xoy 0...) x,)+ Cons— 
truyamos el siguiente conjunto de nuevos vectores: 


-—> -—> 
Y4 = Xy 


—> 
Ya = le + 1 o +... + 1.47 -1 + Xa 
Como debe ser Yo» Y = 0 se tiene 


añ + o = 0 . De aquí sale el valor de ay» Además 


> , 
Yo no puede ser cero porque el sistema 


(> xo» Xy ro. 2.) es libre. 
— 

y, . Y 7 = 0 

De las relaciones se deduce 


0 


—> 
de 


- 8 - 


pre > 
e? > e 
DY 2 + Xy = 0 


de donde se calcula bb, y b,. El vector y tampoco pue 
do 3 = 

» — —> —> e 
de ser nulo porque el sistema (Y4> Jo» X3» a) 


libre. E 


es 


Continuando así se obtiene el sistema de vectores 
Dot <>» -—» y , 
(Y4> Jos... Y) tal que ninguno es nulo y que son das 


a dos ortogonales. Dividiendo cada uno de estos vecto- 
Tes por su modulo se obtiene el sistema ortonormal de 


vectores e; = 5] (i = a! que resuelve el 
y, 
i 


problema planteado. 


Nota sobre los polinomios de Legendre. 


Los polinomios de Legendre pueden obtenerse ade— 
más de por los procedimientos indicados en el texto,co 
mo derivadas enésimasz¿ más .concretamente, puede demos= 
trarse que 





PL (x) == —h—. yA (72 19% 
2 "en! 





Ejemplo: Pz(x) = z 93 (é Le 1)? . En efecto, 


27.3! 
(xé - aye = eL - 3 E +3 Se -= 1. Su derivada terce- 
ra es 120 m = 72 e Al dividir por 8,6 = 48 re- 


3 


sul ta Py (x) = 21 -5x (compárese con el valor de 


Pz que aparece en la página 167 del texto). 
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Otro tipo de ortogonalidad. 


El concepto de sucesion de funciones ortogonales 
se genraliza en varias direcciones» Una de esas genera 
lizaciones se expone a continuación. Un conjunto 


fn(x)p (n= 0, 1, 2, ...) es ortogonal en un inter 
valo a] con relación a una función de peso plx) 
dada (sé subone plx) y O en (2>] ) si se verifica 
p(x) fm(x) . f(x) dx = O cuando mf n. La nor- 

a 


ma de fn(x) se define, naturalmente, asÍ 
b 

y [£u(x)] = il p(x). 2 ón(x) dxe 
a 


Este tipo de ortogonalidad puede reducirse al ti- 
po ordinario en el cual la función de peso es pl(x)=1. 
Basta tomar como funciones del conjunto los productos 


Vp(x) - fn(x). 


Ejemplo notable es el de los polinomios de Tcheby 
cheff definidos así: 


Til) = 1 T, (x) = 





77 cosí(n arc cos x) y que for= 
man un sistema ortonormal de polinomios con la función 
1 





de peso p(x) = en el intervalo [ -1,1] pues 


1l-x 
to que 


4 
ll Tx) ¿ T,(x) E Pal 


n+m—2 
VA y mo 2 


.«d0=0 (mn). 


He aquí los primeros polinomios de Tchebycheff 


00: 


T¿(x) | 
7, (x) = Xx | 
Tx) = 4 (2 x%- 1) 
(2) = L (4 -3x 
a | 
le 4 2 
Ty (x) = ES (8. 8x7 E) 
etC. +... 


Obtención de T,(x), por ejemplo. Se tiene 


q 


3 
P,(x) = ae cos(4 arc cos x) 


Pero cos(4 0) = + (cos 0 + i sen 9) + (cos Oui seno). 
2[2c09* 0 - 2(4) cos “Osen?e + 2(4)sento] - 


ad E (1 - es 9) + 


2 


+ (1 - cos o OB eos OE 


Como cos08= x resulta 


En general 


me (50) = [+ (x + Vx Sd $ (x - yx a) 


Los polinomios de Tchebycheff se pueden obtener - 
tambien como coeficientes de las potencias de u en el 
desarrollo en serie de la función generatriz 





li. ul a n 
z 3 =5 T (x)(2 u) 
l-2ux+u Y=O0 


OS 


Algunos autores llaman a los polinomios 7. (0) - 


de Tchebycheff de 12 especie, y definen otros llamados 
de segunda especie de la siguiente manera: Si calcula- 
mos sen(n 0) resulta: 


sen(n0) = 6) (cos 9 sen 0 (3) (cos o) seno)... 


Poniendo como antes cos O = x se tienes 
y pa = 2 
senín8) := sen O (4) Jo 1 8) Jo 3 (lox y? + ..]> 


= 1l- E [ Polinomio en 2]. Estos polinomios 
divididos por las potencias sucesivás 2%"! para que 
el primer coeficiente sea 1 son los llamados. de 2% es 
pecie y se representan por U,(x). 


He aquí los primeros polinomios de 22 especie 


U(x) = 1 

UAx) =x 

Uz(x) as -7 

U,(x) = o - + 

Us (x) = de 
etc. +... 


Propiedad de ortogonalidad 





1 
Si en la integral U, (x) , U, (x) 0 ES 5) A dz 
al Vot-xo 


hacemos el cambio Xx =:C0S O queda 


Y 
0 sen(n90) sen(m0) d0 = O mÉán 


Oo 


= 02 


luego dichos polinomios constituyen un sistema —— 
ortogonal de funciones con respecto a la funcion de pe 


so V 1l- Es en el intervalo (-1,1). 


Ura propiedad notable del polinomio Tf) de 12 


especie es la siguiente: Entre los polinomios de grado 
n con primer coeficiente 1, T,(x) es el que tiene me- 


nor valor máximo absoluto, en el intervalo -1£x $1; 
es decir, T, (x) es el polinomio que menos se desvía = 
de ceros. 


La demostración puede verse en el libro ya citado 
de Courant=Hilbert. 


2 a a a e e a 


=:903 5 
XI'1. Notas sobre problemas de contorno en las ecuacio 


nes diferenciales ordinarias. 


Hemos estudiado ya la manera de determinar las — 
constantes que aparecen en la solución general de una 
ecuación diferencial de órden n, cuando se conoce el - 
valor de la función y de sus n=1 primeras derivadas pa 
ra un valor x= xo de la variable independiente;z a -— 


menudo la variable independiente es el tiempo y se co- 
nocen los datos citados, para t=0 yde aquí que €s= 
ta clase de problemas se llame de condiciones inicia—— 
les. . 


Ocurre sin embargo que en otros casos se desea ha 
llar una función en un intervalo (2,9) , que además de 
verificar la ecuación diferencial cumpla la función y 
sus derivadas, determinadas condiciones en los extre-—— 
mos del intervalo. Este tipo de problemas se llama de 
condiciones de contorno y de él nos vamos a ocuparyaun 
que limitandonos a las ecuaciones lineales de segundo 
ordene 


Sea la ecuación de segundo orden, lineal 
aylx) y" + ay(x) y! + arlx) y = q (x) y 
donde las funciones a, (x) son contínuas en [a,»] así 
como p(x) y además, a,(x) FO en todo el intervalo. 
Esto asegura la continuidad de los coeficientes cuando 


se divida por el coeficiente a Ax) como es costumbre —= 


para escribir la ecuación en Forma normal. Las condi— 
ciones de contorno más generales que suelen considerar 


se, relativas al intervalo [a,b] son lineales y de la 
forma 


Ur(y) z M, yla) +85, y(b) + P, y'(a) + Q, y'(D) = E, 


Uoly) z Mo y(a) + No y(b) + Po y'(a) + Q) y'(b) 


m 


ú 
os! 


o 


donde se supone que los coeficientes son numeros rea-- 
les. 


La integral general de (1) es de la forma 
Y = C, Y 4 (x) + C) yo (x) + yd (x) (3) 


siendo yy (x) é yo(x) dos integrales particulares li- 


nealmente independientes de la homogénea y ne) una 
integral de la completa. 


Si se sustituye (3) en (2), se obtendrán dos con= 
diciones para Cy» Cos que cabe esperar que determinen 


unívocamente los valores de C, y C,_,) de modo que exis- 


2 
ta una solución única de (1), satisfaciendo a (2). Nos 
proponemos examinar la existencia y unicidad de esta -= 
solución, pero antes observemos que se puede simplifi- 
car algo el problema, bien sea suponiendo Q(x) 3 0, 
o bien suponiendo H, = H, = O. 


En efectos para poder obiener un problema equiva- 
lente a (1) con las condiciones (2) y tal que sea 
(x) = O, basta conocer una integral particular (x) 
que satisfaga a la ecuación (1). Conocida va la” — 
e 


ecuación (1) es equivalente [basta hacer cambio 

FAR 460] a la ecuación 

a,(x) AN a, x) zt 4 ao(x) z=0, o bien llamando L 
S d 

al operador 7 + ay > do) a la ecuacion 


dx 


L [2] = O. Las condiciones (2) no cambian de forma -- 
ti U, 'S ; 
pues se tiene U,(2)-= H, U, [1.0] a a ie) 


También es fácil reducir el problema de (1) con 
(2), a una ecuación (1) con H, = H,=0 en (2). Bas- 


ta para ello conocer una función  v(x) que satisfaga 
las dos condiciones (2). Conocida v(x) aciendo pa 
y = 2.+ v(x) se obtiene L(2) = L(y) - L v(x)] = P(x) 


= 9% - 


(siendo yx) = p(x) - 1 [veo] en lugar de (1) y 
con las condiciones (2) en la forma siguiente 

U, (2) = H, - U, [v()] =0 (i= 1,2), condiciones — 
homogéneas tal como se pretendía. 

Teorema de alternativas. 


a 

Vamos a suponer que P(x) = O o sea vamos anali- 

zar la existencia y número de soluciones de la ecua-.- 
ción L [y] = 0 (4) con las condiciones U, (y) = A; 


Ge 152) (5). 


Diremos que se trata de un caso no homogéneo si —= 
E 


4 E, es distinto de cero. 


Si además de (4) se tiene H, = H,=0 en (5), 


O» 


diremos que se trata del caso homogéneo. 
Si yy (x) é. yo(x) son dos integrales particula 


res de (4) linealmente independientes, lá integral - 
general de (4) viene dada por y = C,y,(z) + Cay o (x) 


(6) . Sustituyendo (6) en (5) queda 
v,[s,) - , + U, [72] e Co =H, 


Los casos que pueden presentarse se discuten a conti_— 
nuación. 


Caso homogéneo: H, = H,=0 
Ualy,)  U, (vo) 
Uxy4) Ux(yo) 


el sistema (7) tiene la solución única C4=09=0= 


(7) 


que conduce a la función trivial y=0 como única — 


0 


solucion del problema planteado; se dice en este caso 
que el problema no tiene solucion. Si A = 0 (pero -= 
la caracteristica de la correspondiente matriz es 1) - 


hay una sola solución de la forma y = C, y (2). 


si A = 0 (pero la característica de la corres— 
pondiente matriz es O) el sistema (7) se verifica cual 
quiera quí sean C, y Co» por lo cual el problema tie 


ne la solución y = Cy yy (x) + C, yo(x) con Cy y C) 


arbitrariose 


Caso no homogéneo 


Si algunos al menos, de los numeros E, Ó E, es — 
distinto de cero, puede ocurrir; 


si A XfO el sistema (7) tiene solución única; 
y por tanto, el problema tiene solución única. 


si = O hay que examinar si la matriz de coefí 
ciente de 7) y la matriz ampliada tienen la misma ca— 
recterística 1j si es así, el problema tiene solución 
que depende de una constante arbitraria. 


En los demás casos no hay solución. 


El teorema suele llamarse de alternativa porque 
el problema no homogéneo tiene solución única cuando — 
el homogéneo carece de solución y en cierto sentido — 
también vale el recíproco. 


Función de Creen. 
gEuncion de treen 


Hemos visto que el problema de contorno 1[y) = 0 


U, (y) = 0 : 
con las condiciones carece de solucion 
Uy) =0 
si A A O, pero esta imposibilidad se vence con el — 
artificio de fraccionar el intervalo (a,b] mediante un 
punto intermedio a < <b, buscando sendas solucio- 
nes de la ecuacion L|y[|=0 partiendo de dos lineal 

mente independientes, así: 


as 


en (a, 8): 04y, + dy 
c(x, $) que deben cumplir 


en (É,b) 3 cy, + doy 
Se tienen así dos ecuaciones lineales y homogénezs 


entre Cy, Agfa Uy Para la completa determinacior de 


G(x, $) se exige además que ambas determinaciones de 
G tengan igual valor en el punto x= 5 


De esta forma se logra la continuidad de la fUun=— 
ción G(x, É). Es fácil comprobar que el punto É es an 
guloso, pues si fueren iguales las derivadas en É , de 
las dos determinaciones de (, la función G(x, Y) sa— 


tisfara incluso en 5, a la ecuacion L(y =0 ya — 
las condiciones de contorno, luego sería =0 COn= 
tra lo supuestos Hay pues en el punto x= un salto 


de la derivadaz3 si se exige que el salto de la derivada 


Se 2% 
a ($) 
mite calcular los valores de los cuatro coeficientes —= 


C4> dis Co» dye La función construída de esta manera -= 


G(x, 8) se llama función de Green y conviene definir- 
la con toda precision. 


Función de Green G(x,É) del operador diferencial 


L [y] “con condiciones de contorno E, (y) =.0 en el in 


valga se tiene una cuarta condición que per= 


tervalo [a,b es una función de cada par de puntos — 
(x, $) del intervalo que cumple estas condiciones: 12) 
Para cada € es G(x, $) función contínua de x en [a,b 
Y satisface las condiciones de contorno.» 


22) Las derivadas G' G' respecto de x son contínuas 
en todo punto x 3 enel punto É hace G' un salto 


que vale precisamente TVE . 


o 


32) Para todo x (8 satisface G a la ecuación 
L ly = O respecto de la variable x. 


La utilidad de la función de Green se pone de ma- 
nifiesto mediante el siguiente teorema que no demostra 
remost 


Considerando el problema lo]. Q(x) y las con 
diciones de contorno U,(y) = O,» 0.5) = 0, la única 


solución viene dada por 
b 
y (x) -| G(x, 5) (58) d% , donde G(x, BÉ) es la 
a 
función de Green hallada antes para la ecuación homo— 
génea L(y] = O. 


La importancia de la función de Green es sobre to 
do teórica. Su aplicación al cálculo numérico es casi 
nula por la dificultad de cons truir la función de Creen 
salvo 'en casos muy sencillos. 


e A e 
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